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1. Funktioner (Nspire)

1.1 Definér funktion

Problem

Du ensker at definere en funktion saledes at du kan arbejde med den.

Lgsning

Skriv funktionsforskriften (med et kolon foran lighedstegnet!) og tryk sa ENTER.

Eksempel 1.1.1: Definér funktion og bestem funktionsveaerdi

En funktion f er givet ved
f(x) = x3+ 2x — 10.
Bestem f(53).

Forst defineres funktionen:
f(x):=x+2:-x-10 » Udtgrt

Nu hvor funktionen er defineret, kan man indtaste f(53) for at bestemme
denne funktionsveerdi:

f(53) » 148973
Alts& er f£(53) = 148973.

Hvis du ogsa ensker at angive funktionens definitionsmaengde, skal du bruge en

lodret streg ligesom i Eksempel 1.1.2 nedenfor.

definitionsmaengde
1 |
fle)y=x——, x>0

£
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Eksempel 1.1.2: Funktion med definitionsmangde

En funktion f er givet ved
1
fx)=x— 7 x>0
Bestem f(3).

Farst defineres funktionen:
1
f(x) =X | x >0 > Udfoprt

Nu hvor funktionen er defineret, kan man indtaste f(3) for at bestemme
denne funktionsveerdi:

8
f(3)’§

8
3

Altsd er f(3) =

Tip: Symbolet “lodret streg”
Symbolet “lodret streg” kan pa Mac indsaettes ved at trykke ALt+I;
3 pa Windows kan det indsaettes ved at trykke AltGr+(knappen til
venstre for backspace). Alternativt kan symbolet findes ved at
! klikke pa Ik og veelge Tegn.
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1.2 Bestem funktionsveerdi

Problem

Du gnsker at bestemme en funktionsveerdi som f(53) eller sin(30).

Lgsning

Hvis funktionen ikke er indbygget i Nspire (sadan som fx sinus og cosinus er),
skal du ferst definere funktionen (Opskrift 1.1). Derefter kan du bare skrive f(53)
og trykke ENTER (hvis altsa funktionen hedder f og du ensker udregne

funktionsveerdien i 53). Se eksemplerne nedenfor.

Eksempel 1.2.1: Definér funktion og bestem funktionsvaerdi

En funktion f er givet ved f(x) = x? + 1. Bestem (7).

Farst defineres funktionen:
f(x):=x>+1 » Udfort

Nu hvor funktionen er defineret, kan man indtaste f(7) for at bestemmme
denne funktionsvaerdi:

f(7) » 50
Altsa er f(7) = 50.

For en indbygget funktion som sinus kan man bare skrive sin(30) og trykke

ENTER, ligesom i Eksempel 1.2.2.

Eksempel 1.2.2: Bestem funktionsvaerdi for indbygget funktion

Bestem sin(30°) og sin~1(0,5) og e>.

Det fgrste tal kan bestemmes ved at indtaste sin(30) efterfulgt af ENTER:

1
in(30 —
sin(30) » >

Funktionen sin" kan findes ved at klikke pa L9 og veelge Katalog (alternativt kan
man skrive arcsin):

arcsin(0.5) » 30.

Den naturlige eksponentialfunktion kan findes ved at klikke pa I og vaelge
Matematikskabeloner (alternativt kan man skrive exp):

exp(3) > 20.0855
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Tip: Tilnsermet vaerdi
Hvis man vil have tal som e3 vist som decimaltal, sa skal man

trykke CTRL+ENTER (eller CMD+ENTER pa Mac) i stedet for blot
ENTER.

Husk at tjekke vinkelindstillingen nar du udregner sinus- og
cosinus-vaerdier. | bunden af Nspire-vinduet star der GRD hvis

vinkelindstillingen er sat til grader; der star RAD hvis den er sat til
radianer. Man kan aendre vinkelindstillingen ved at dobbeltklikke

pa teksten Indstillinger i bunden af vinduet og sa vaelge Vinkel -
Grad eller Vinkel — Radian.

1.3 Tegn graf for funktion

Problem

Du gnsker at tegne grafen for en funktion.

Lgsning

Indtast funktionens forskrift i applikationen Grafer. Se eksemplerne nedenfor.

Eksempel 1.3.1: Tegn grafen for en funktion

En funktion f er givet ved

1
fx) = §x3 — 4x + 6.
Tegn grafen for f.

1. Tilfgj applikationen Grafer:

Vindue Hjzlp

\&:ﬁm .

o= ==
@B - F

¥ opgave
7 side Ctri+
;]-5 Beregninger E
g Grafer

@ Geometri

-| Lister og Regneark

6
o]

|} Diagrammer og statistik
Noter

A Vernier DataQuest™
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2. Indtast funktionsforskriften i toppen af applikationen og tryk ENTER:

L] f(\')=_

| —

X~ —dx+6 =

S

L

_606? r

3. Indstil vinduet sdledes at “interessante” dele af grafen bliver vist (fx nulpunkter
og ekstremumspunkter). Dette kan man gore ved at klikke pa P og sa vaelge
Vindue/Zoom — Indstillinger for vindue. Her bgr man indstille hvor x-aksen Igber fra
og til (XMin og XMax) samt hvor y-aksen lgber fra og til (YMin og YMax).

Tjek variabelnavnet!

| applikationen Grafer skal den uafhaengige variabel hedde x. Hvis
man for eksempel far givet funktionen f(t) =t — 1, sa bliver man
nedt til at omdabe t til x, dvs. man skal indtaste f(x) = x? — 1.

Hvis du gerne vil angive funktionens definitionsmangde, kan du bruge en lodret

streg; se Eksempel 1.3.2.

definitionsmeaengde

f(x) =+ 30 — 144z 4+ 140, —15<x <11

Eksempel 1.3.2: Tegn graf for funktion med bestemt definitionsmangde

En funktion f er givet ved
f(x) =t3+3t?—144t+ 140, -15<t<11.

Tegn grafen for f.

1. Tilfgjer applikationen Grafer:
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Vindue Hijzlp

®mi-B-|F

‘gl Indszt -
] opgave

l ] side Crl+l

== 2 Beregninger ;
r——

entet | [ Geometri
~| Lister og Regneark

oo
oo | || Diagrammer og statistik

[I:II:I] Maoter
= Vernier DataQuest™

2. Klik p& 2, veelg Grafindtastning/Redigér - Funktion og indtast s&
funktionsforskriften i toppen af applikationen:

|
LI frlx)=c®+3x% - 144x+140-155x<11

3. Indstil vinduet. Dette kan man ggre ved at klikke pa #¢ og sa veelge
Vindue/Zoom — Indstillinger for vindue. Her bgr man indstille x-aksen sa den
passer med definitionsmaengden (sd i dette tilfaelde ber man saette XMin og
XMax til hhv. -15 og 11). Man ber ogsa indstille y-aksen saledes at
“interessante” dele af grafen bliver vist (juster YMin og YMax indtil du er
tilfreds).

Tip: Symbolet “lodret streg”
Symbolet “lodret streg” kan pa Mac indsaettes ved at trykke Alt+I;
pa Windows kan det indsaettes ved at trykke AltGr+(knappen til
venstre for backspace). Alternativt kan symbolet findes ved at

-t klikke pa Ik og veelge Tegn.
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1.4 Find skeeringspunkter mellem to grafer

Problem

Du kender forskrifter for to funktioner f og g, og du @nsker at finde ud af hvor

(eller om) deres grafer skaerer hinanden.

Lgsning

Definér funktionerne (Opskrift 1.1) og brug sa solve til at lase ligningen f(x) =
g(x), jf. Opskrift 2.1. Dette giver x-koordinaterne til de punkter hvor graferne
skaerer hinanden. Ved at indsaette disse x-koordinater i forskriften for en af

funktionerne far man y-koordinaterne til skaeringspunkterne.

Eksempel 1.4.1: Bestem skaeringspunkter mellem to grafer

To funktioner f og g er givet ved

flx) =x3—4x*—8x+ 12
gx)=—-x+2

Bestem koordinatsaettene til skaeringspunkterne mellem graferne for f og g.

1. Definér funktionerne (Opskrift 1.1):
f(x):=x—4-x2-8-x+12 » Udfprt
g(x):=—x+2 » Udtprt

2. Find x-koordinaterne til grafernes skaeringspunkter ved at Igse ligningen
f(x) = g(x). Dette klares ved hjeelp af kommandoen solve (Opskrift 2.1):

solve(f(x) = g(x), x) » x=—2 or x=1 or x=5

3. Det ses at ligningen f(x) = g(x) har 3 lgsninger: nemlig —2, 1 og 5. Dette
betyder at graferne skaerer hinanden i 3 punkter, og at x-koordinaterne til
disse punkter er hhv. —2, 1 og 5. Vi finder de tilhgrende y-koordinater ved at
indseette x-koordinaterne i en af funktionsforskrifterne; her vaelger vi g (men vi
kunne lige sa vel have valgt f):

g(-2) >4
g(l) »1
gb) > 3

Koordinatsaettene til skaeringspunkterne mellem graferne for f og g er altsa:
(=2,4), (1,1) og (5,-3).
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2. Ligninger (Nspire)

2.1 Lgs ligning

Problem

Du gnsker at Igse en ligning med én ubekendt.

Lgsning

Brug kommandoen solve som vist i Eksempel 2.1.1.

Eksempel 2.1.1: Los ligning

Las ligningen x* — 4x* + x + 6 = 0.

Ligningen lgses ved hjeelp af kommandoen solve:
solve(x*—4-x>+x+6 =0, x) » x=—1 or x=2 or x=3

(Bemaerk at man til sidst i solve skal skrive et komma efterfulgt af
navnet pa den ubekendte, der i dette tilfaelde er x).

Ligningen har altsa tre lgsninger, nemlig —1 og 2 og 3.

Fejl: For fa argumenter

Nar man bruger kommandoen solve, skal man efter ligningen
skrive et komma, og efter kommaet skal man skrive navnet pa
den ubekendte. Hvis man glemmer at gore dette, sa far man en
fejl om “for fa argumenter”.

Hvis den ubekendte eksempelvis hedder t og ikke x, sa skal man skrive t efter

kommaet; se Eksempel 2.1.2 nedenfor.
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Eksempel 2.1.2: Los ligning hvor den ubekendte ikke hedder x

Les ligningen t* = 9t — 4t — 12.

Ligningen lgses ved hjeelp af kommandoen solve:
solve(# =9-£—4-+12, 0 » =3 or =—1 or =2

(Bemaerk at man til sidst i solve skal skrive et komma efterfulgt af
navnet pa den ubekendte, der i dette tilfaelde er t).

Ligningen har altsa tre lgsninger, nemlig —3 og —1 og 2.

Hvis man kun er interesseret i de lgsninger der opfylder en bestemt betingelse,
kan man fortaelle dette til Nspire ved at szette en lodret streg efter solve. Se
Eksempel 2.1.3.

Eksempel 2.1.3: Find lesninger der opfylder en bestemt betingelse

Find de positive lgsninger til ligningen x” — 14x> + 49x3 — 36x = 0.

Ligningen lgses ved hjzelp af kommandoen solve, og betingelsen angives med
en lodret streg efter solve:

solve(x’—14-x+49-x*—36-x= 0, x) | x>0 » x=1 or x=2 or x=3

Ligningen har altsa tre positive lgsninger, nemlig 1 og 2 og 3.

Tip: Symbolet “lodret streg”
Symbolet “lodret streg” kan pa Mac indsaettes ved at trykke ALt+I;
3 pa Windows kan det indsaettes ved at trykke AltGr+(knappen til
venstre for backspace). Alternativt kan symbolet findes ved at
! klikke pa Ik og veelge Tegn.
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2.2 Logs to ligninger med to ubekendte

Problem

Du @gnsker at Igse to ligninger med to ubekendte.

Lgsning

Brug kommandoen solve som vist i Eksempel 2.2.1.

Eksempel 2.2.1: Los to ligninger med to ubekendte

Las ligningssystemet
—x+2y=2
3x—y=9

Ligningssystemet lgses ved hjaelp af kommandoen solve. Begge ligninger
skrives ind, adskilt af ordet and:

solve(—x+2:y=2and 3:x-y=09, x, y) » x=4 and j=3

(Bemaerk at man til sidst i solve skal skrive et komma efterfulgt af
navnene pa de ubekendte, der i dette tilfaelde er x og y).

Ligningssystemet har altsd én lgsning, nemlig x = 4, y = 3.
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2.3 Isolér ubekendt i ligning

Problem

Du @nsker at isolere en ubekendt i en ligning.

Lgsning

Brug kommandoen solve som vist i Eksempel 2.3.1.

Eksempel 2.3.1: Isolér ubekendt i ligning

, . 2+
Isolér x i formlen =2 — 1 =y,

Den ubekendte x isoleres ved hjeelp af kommandoen solve:

2+y _y+2
oy +1

solve( —1=y,x> > X

(Bemaerk at man til sidst i solve skal skrive et komma efterfulgt af
navnet pa den ubekendte man vil isolere, der i dette tilfaelde er x).

y+2

Af svaret fremgar det at nar man isolerer x i formlen, sa far man x = T




15 1

3. Trigonometri (Nspire/WordMat)

Husk at tjekke vinkelindstillingen nar du udregner sinus- og
cosinus-veaerdier. | bunden af Nspire-vinduet star der GRD hvis
vinkelindstillingen er sat til grader; der star RAD hvis den er sat til
radianer. Man kan aendre vinkelindstillingen ved at dobbeltklikke
pa teksten Indstillinger i bunden af vinduet og sa vaelge Vinkel -
Grad eller Vinkel - Radian.

3.1 Kender alle tre sider

Problem

Du kender alle tre sidelaengder i en trekant og ensker at finde en eller flere af

vinklerne i trekanten.

Lgsning
Brug cosinusrelationerne:
B b? + ¢? — a?
A) =
cos(4) he
¢ a a? + c2 — p2
cos(B) =
2ac
A b ¢ (C)_a2+b2—cz
COS = 2ab

Se Eksempel 3.1.1.




16 1

Eksempel 3.1.1: Kender alle tre sider i en trekant

Figuren viser en trekant ABChvora=7,b =8 0gc = 5:

B

|
=]

e
C
A 8

Bestem vinklerne i trekanten.

Forst definerer vi a, b og c:

>

v

7
8
5 >

a:
b:

C:

7
8
5
Derefter bruger vi cosinusrelationen cos(4) = (b? + ¢? — a®)/(2bc) til at finde

vinkel A4:
9 b? + c? — a? ‘0
cos > b c

Altsa er A = 60°. P4 tilsvarende vis kan man bestemme de andre vinkler.

Tip: cos™

e Husk at tjekke din vinkelindstilling nar du bruger
funktionerne cos™ og sin”' (se ovenfor).

~ e Man kan skrive arccos i stedet for cos™t. Alternativt kan
man finde cos™' ved at klikke pa I og veelge Katalog.
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3.2 Kender to sider og den mellemliggende vinkel

Problem
| en trekant kender du to sider og en mellemliggende vinkel:

Du gnsker at finde den sidste side og/eller de resterende vinkler.

Lgsning
Brug cosinusrelationerne:

a’?=b*>+c*>—2-b-c-cos(4)

B
2 4 o2 _ p2
¢ a cos(B)=a d
2-a-c
: a? + b% — c?
A b C cos(C) = 4D

Se Eksempel 3.2.1.
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Eksempel 3.2.1: Kender to sider og den mellemliggende vinkel i en trekant

Figuren viser en trekant ABC hvor b =8, c =5 0g A = 60°:

B

A 8

Bestem sidelaengden a samt vinklerne B og C.

Vi bestemmer a ved at bruge cosinusrelationen a? = b*> + ¢ —2- b - ¢ - cos(4):
solve(a? = 82+52—-2-8:5:cos(60), a) » a&=—7 or a=7

Da sideleengden ikke kan veere negativ, kan vi konkludere at a = 7. Vi kender
nu alle tre sideleengder i trekanten og kan bestemme de resterende vinkler ved
at ga frem som i Opskrift 3.1.

3.3 Kender to vinkler og den mellemliggende side

Problem

| en trekant kender du to vinkler og den mellemliggende side:

Du gnsker at bestemme den sidste vinkel og/eller de resterende sider.
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Lgsning
Find den sidste vinkel ved at udnytte at vinkelsummen i en trekant er 180°. Brug

derefter sinusrelationerne til at finde de resterende sider:

B
) B =180°— (A + C)
] a
a b <
A , o sin(A) sin(B) sin(C)

Se Eksempel 3.3.1.

Eksempel 3.3.1: Kender to vinkler og den mellemliggende side i en trekant

Figuren viser en trekant ABC hvor A = 60°, b = 8 og C = 38,2°:

B

A

Bestem vinkel B samt siderne a og c.

Farst finder vi vinkel B:

180—(60+38.2) » 81.8
Altsa er B = 81,8°.

Herefter kan vi finde a ved at bruge sinusrelationen a/sin(4) = b/sin(B):

a B 8
sin(60) _ sin(8L.8)" “

Altsa er a ~ 7. Man kan finde ¢ pa samme made.

solve( ) » a = 6.99977
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3.4 Kender to vinkler og ikke-mellemliggende side

Problem

| en trekant kender du to vinkler og en ikke-mellemliggende side:

Du gnsker at finde den sidste vinkel og/eller de resterende sider.

Lgsning
Find den sidste vinkel ved at udnytte at vinkelsummen i en trekant er 180°. Brug

sinusrelationerne til at finde de resterende sider:

B =180°— (A + ()
“ a b <
sin(4A)  sin(B)  sin(C)

A b ¢

Se Eksempel 3.4.1.
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Eksempel 3.4.1: Kender to vinkler og en ikke-mellemliggende side

Figuren viser en trekant ABC hvor A = 60°, C = 38,2° 0g ¢ = 5:

B

i |

60°

A

Bestem vinkel B samt siderne a og b.

Forst finder vi a ved at bruge sinusrelationen a/sin(4) = c/sin(C):

a B 5
sin(60)  sin(38.2)’ .

Altsa er a = 7. Herefter finder vi vinkel B:

180—(60+38.2) » 81.8

solve( ) » a=7.00205

Altsa er B = 81,8°.

Vi kan nu finde b pd samme made som vi fandt a.
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3.5 Kender to sider og ikke-mellemliggende vinkel

Problem

| en trekant kender du to sider og en ikke-mellemliggende vinkel:

Du gnsker at finde den sidste side og/eller de resterende vinkler.

Lgsning

Brug sinusrelationerne, og veer opmaerksom pa at der kan vaere to mulige
lgsninger.

B
¢ a sin(4) _sin(B) _ sin(C)
a b C
A t
b C

Se Eksempel 3.5.1.
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Eksempel 3.5.1: Kender to sider og en ikke-mellemliggende vinkel

Figuren viser en trekant ABC hvor A = 60°,a =7 og b = 8:

B

C
A 8

Bestem ¢ samt vinklerne B og C idet det oplyses at vinkel B er spids.

Forst finder vi B ved at bruge sinusrelationen sin(A4) /a = sin(B)/b:
sin(60)  sin(x)
solve =
7 8

(Vi bruger her en lodret streg til at fortaelle programmet at det kun skal sege
efter spidse vinkler, altsa vinkler der er mellem 0° og 90°. Se Eksempel 2.1.3).

,x) |0 <x <90 » x =81.7868

Altsa er B ~ 81,8°. Vi kan nu finde vinkel C ved at udnytte at vinkelsummen i
trekanten er 180°:

180—(60+81.7868) > 38.2132

Altsa er C = 38,2°. Siden ¢ kan findes ved at bruge sinusrelationen a/sin(4) =

c¢/sin(C):
| ( 7 C ) .
= | 4 —_=
SOVEesin(60) ~ sin(38.2132)’ <) T ¢ T

Altsa er ¢ = 5.
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3.6 Kender areal, vinkel og side

Problem

Du kender arealet af en trekant. Yderligere kender du en vinkel i trekanten, og

du kender en side der graenser op til denne vinkel:

Du gnsker at finde de resterende sider og/eller vinkler i trekanten.

Lgsning
Brug arealformlen for vilkarlige trekanter til at finde den anden side der graenser

op til den kendte vinkel. Fglg derefter Opskrift 3.2.

B

a T=%-b-c-sin(A)

A | C

Se Eksempel 3.6.1.
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Eksempel 3.6.1: Kender areal, vinkel og side i en trekant

Figuren viser en trekant ABC hvor A = 60° og b = 8. Arealet af trekanten er 17,3:

B

Areal = 17,3

C
A 8

Bestem siderne a og c, og bestem vinklerne B og C.

Ferst bruger vi arealformlen for vilkarlige trekanter til at finde siden c:

1
solve (17.3 =" 8- ¢ -sin(60), c) » ¢ = 4.99408.

Altsa er ¢ ~ 5. Vi kender nu to sider og den mellemliggende vinkel; sd vi kan nu
bestemme de resterende mal ved at falge Opskrift 3.2.

3.7 WordMats trekantlgser

Problem

Du kender tre oplysninger om en trekant (fx to vinkler og en side), og du @nsker

at finde de resterende oplysninger om trekanten.

Lgsning
Brug Trekantslgseren i WordMat:
WordMat
I I |-/ Regression 'T[ [.“TF\ ) Symboler~ [ Tabel -
Statistik \_Fordelinger ~ Ny - LE;EX (=] Figurer /' Trekant
T o Test~ ligning= - 2 Tegn

1g Statistik/sands. Diverse

Se Eksempel 3.7.1.
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Eksempel 3.7.1: WordMats trekantloser

Figuren viser en trekant ABChvor b = 8,¢c =5 0g A = 60°:

B

A 8

Bestem sidelaengden a samt vinklerne B og C.

| Word klikker vi pad fanen WordMat og veelger Trekant (se ovenfor). Dette dbner
WordMats Trekantlgser:

r |
Trekantslaser S

Retvinklet?

] O ARet

" CRet
(% vilkarlig
Mavngivning
a
g L]  Morue
(% Vinkler store, sider sma bogstaver

(" Sider navngives efter higrner AB

[~ Indszet tal p figuren i Weard

[ vi Il i i Waord
- c I:I is mellemregninger i Wor
Nulstil | CK

Indszet de kendte sider og vinkler s  Figuren viser ikke de korrekte
beregnes de resterende sider og stgrrelser, men det ger den nér den
vinkler, og indszettes pd figuri Word,  indsaettes i Word.

Det er ogs& muligt at zendre
betegnelserne p figuren, bare kik p&
bogstaverne.

h

Vi indtaster de oplyste veerdier og trykker OK:
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WordMat's trekantslgser anvendes med input: A=60°,b=8,c=5

B A = 60° :
B =81,78679":
C=38,21321°:

[ T 1]
I
L1opo ~J

Fra outputtet kan vi afleese ata = 7, B = 81,8° og C = 38,2°.

Tip: Installér WordMat inden preven
WordMat kan downloades fra:

http://www.eduap.com/wordmat/?lang=da

—

(Ma ikke downloades under en prave, sa ger det inden).


http://www.eduap.com/wordmat/?lang=da
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4. Vektorer (Nspire)

4.1 Definér vektor

Problem

Du @nsker at navngive en vektor saledes at du kan arbejde med den via dens

navn.

Lgsning

Skriv det gnskede navn efterfulgt af := (kolon+lighedstegn) efterfulgt af
vektorens koordinater (omkranset med firkantklammer og adskilt af semikolon),
og tryk sd ENTER. Se Eksempel 4.1.1.

Eksempel 4.1.1: Definér vektorer og udfer udregninger

To vektorer a og b er givet ved

=) =(5)
a= 3) ={5 )
Forst defineres vektorerne (indtast som vist og tryk sa pa ENTER):

a=[2;3]» '2]

Bestem 2d og @ + b.

13
—1
b:=1|-1;5]»
| I e
Herefter kan udregningerne udferes ved at indtaste udtrykkene:
4
2-a-r [ ]
6
+o- |
a >
8

Altsé er 2d = (!) ogd+b = (}).
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4.2 Bestem laengde af vektor

Problem

Du gnsker at bestemme lzengden af en vektor som du kender koordinaterne til.

Lgsning

Brug funktionen norm. Se Eksempel 4.2.1.

Eksempel 4.2.1: Bestem laengde af vektor

Bestem laengden af vektoren @ = (>).

Forst defineres vektoren som vist i Opskrift 4.1:
[5:12] [ > ]
a — ; >
12

Derefter findes vektorens laengde ved hjzelp af norm:

norm(a) > 13

Altsa er |d| = 13, dvs. vektorens leengde er 13.

4.3 Bestem skalarprodukt mellem to vektorer

Problem

Du gnsker at bestemme skalarproduktet mellem to vektorer som du kender

koordinaterne til.

Lgsning

Brug funktionen dotP. Se Eksempel 4.3.1 og Eksempel 4.3.2.

Eksempel 4.3.1: Bestem skalarprodukt mellem to vektorer

Y

Farst defineres vektorerne som vist i Opskrift 4.1:
(1 —2] [ ! ]
a = 5 — >
—2

To vektorer @ og b er givet ved

o=
Bestem skalarproduktet a - b.
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8
b:=18; —5| » [ ]
[8; =51 > | .
Derefter udregnes skalarproduktet d - b ved hjaelp af funktionen dotp:
dotP(a,b) » 18

Altsé er skalarproduktet d - b = 18.

Eksempel 4.3.2: Undersog om to givne vektorer er ortogonale

To vektorer a og b er givet ved

i=(y) 5=

Er @ og b ortogonale (altsé star de vinkelret p& hinanden)?

To vektorer er ortogonale netop hvis deres skalarprodukt giver 0 (se formel
(53) i formelsamlingen). Spargsmalet kan derfor besvares ved at udregne
skalarproduktet mellem vektorerne. Forst defineres vektorerne som vist i

Opskrift 4.1:

ez [}

bi=l3; -6l :—36]

Derefter udregnes skalarproduktet d - b ved hjeelp af funktionen dotp:
dotP(a,b) * 0

Altsa er skalarproduktet @ - b = 0, sa vektorerne er ortogonale.
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4.4 Bestem vinkel mellem to vektorer

Problem

Du gnsker at bestemme vinklen mellem to vektorer som du kender

koordinaterne til.

Lgsning
Brug vinkelformlen
- . B
cos(v) = _fl —
lal - b]

hvor @ og b er de to vektorer. Se Eksempel 4.4.1.

Eksempel 4.4.1: Bestem vinkel mellem to vektorer

Bestem vinklen mellem vektorerne @ = (%) og b = (3).

Farst defineres vektorerne som vist i Opskrift 4.1:

7
=12 4] »
a=[2;4] >,

-3
= =11 »
b:=1[3;11> ],

Herefter udregnes vinklen ved hjeelp af vinkelformlen:

dotP(a,b) 45
areeos norm(a) - norm(b)

(Funktionen cos™ kan findes i kataloget, der ligger under L. Alternativt kan
man skrive arccos. Hvis du ensker et decimaltal som resultat, sa tryk
CTRL+ENTER (CMD+ENTER pa Mac) i stedet for blot ENTER).

Vinklen mellem vektorerne d og b er altsd 45°.

Husk at tjekke vinkelindstillingen nar du udregner sinus- og
cosinus-vaerdier. | bunden af Nspire-vinduet star der GRD hvis
vinkelindstillingen er sat til grader; der star RAD hvis den er sat til
radianer. Man kan aendre vinkelindstillingen ved at dobbeltklikke
pa teksten Indstillinger i bunden af vinduet og sa veaelge Vinkel —
Grad eller Vinkel — Radian.
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4.5 Bestem determinant for vektorpar

Problem

Du gnsker at bestemme determinanten for et vektorpar (a, b).

Lgsning

Brug funktionerne det og augment. Se Eksempel 4.5.1 og Eksempel 4.5.2.

Eksempel 4.5.1: Bestem determinant for vektorpar

To vektorer a og b er givet ved

() =)

a
Bestem determinanten det(d, b).

Farst defineres vektorerne som vist i Opskrift 4.1:

1_
= |1; 3| »
a:=1[1; 3] 3

._2_
b:=(2; 5] »

[2; 5] .|

Derefter udregnes determinanten det(d, b) p4 folgende vis:
det(augment(a,b)) > 11

Det ses at determinanten er det(d,b) = 11.

Eksempel 4.5.2: Underseg om to givne vektorer er parallelle

Underseg om vektorerne @ = (%) og b = (015) er parallelle.

To vektorer a og b er parallelle netop hvis determinanten det(d, 5) giver 0. Sa

spergsmalet kan besvares ved at udregne determinanten (Eksempel 4.5.1):

- [

1
b:=[1;05] » _0_5]

det(augment(a,b)) > 0

Det ses at det(d,b) = 0, s& vektorerne er parallelle.




331

4.6 Bestem projektion af en vektor pa en anden

Problem

Du @nsker at bestemme projektionen af en vektor pa en anden vektor.

Lgsning
Brug projektionsformlen
N d) * B I
a, = N b
5]

der giver projektionen af @ pa b. (Hvis du i stedet skal bestemme projektionen af

b pa d, sa skal du bytte om pa d og b i formlen). Se eksemplerne nedenfor.

Eksempel 4.6.1: Bestem projektionen af en vektor pa en anden

To vektorer @ og b er givet ved

i=(3) 5=(2)

Bestem projektionen af @ pa b.

Farst defineres vektorerne (Opskrift 4.1):

__4_

= |[—4; 3] »
a:=| ] 5 |
— 1 -

=|1: =2| »
b [ ) ] _2-

Herefter bestemmes projektionen ved hjeelp af projektionsformlien:
dotP(a, b) —2
p = 5 b » l ]
(norm(b)) 4

Projektionen af @ pd b er altsd @, = (7).
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Eksempel 4.6.2: Bestem projektionen af en vektor pa en anden

To vektorer @ og b er givet ved
a= 5 ={¢ )

Bestem projektionen af b pa d.

Fagrst defineres vektorerne (Opskrift 4.1):

omvia
bmta [

(hvor @ og b byttes om fordi der sperges til projektionen af b pa @):

dotP(b,a) o lzl

- (norm(a))2 :

Bestem projektionen af b p& d er altsd b, = (2).

4

Herefter bestemmes projektionen ved hjzelp af projektionsformlen ovenfor




5. Differentialregning (Nspire)

5.1 Differentiér funktion

Problem
Du kender forskriften for en funktion f(x) og ensker at bestemme f'(x).
Lgsning

d
Klik pa I, dobbeltklik pa matematikskabelonen Fria og indtast sa

funktionsforskriften samt navnet pa den uafhaengige variabel.

Eksempel 5.1.1: Bestem f'(x)

En funktion f er givet ved
f(x) =x-e*.
Bestem f'(x).

d
Den afledte funktion f'(x) bestemmes ved hjzlp af matematikskabelonen Eu:

d
—(x-e¥)» (x+1)-e*
dx

Altsder f'(x) = (x + 1) - e*.

Hvis man gnsker at arbejde videre med den afledte funktion f’(x), sa er det en

fordel at gemme dens forskrift ligesom i Opskrift 1.1. Dette er demonstreret i
Eksempel 5.1.2.
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Eksempel 5.1.2: Bestem f'(x) og gem forskrift til efterfelgende brug

En funktion f er givet ved

f@®) =

t2+ 1
Bestem tallene f'(1), f'(2) og f'(3).

Den afledte funktion f'(t) bestemmes og gemmes under navnet df (t):

df(t) ::it( ! ) Udfort

dt \t?+1
Man kan se forskriften for f'(t) ved at indtaste df(t):

—2-t
df(¢) » m

Altsa er
-2t
@+ 102

f1@ =
-1
2
—4
25
-3
50
Altsd er f'(1) = -2 0g f'(2) = == 0g f'(3) = — .

df(1) »

df(2) »

df(3) »

Man kan nu udregne tallene f'(1), f'(2) og f'(3) ved at indtaste som vist:

Hvis f allerede er defineret (jf. Opskrift 1.1), sa behaver man ikke at indtaste

dens forskrift igen nar man vil bestemme den afledte funktion f’(x). Dette er

demonstreret i Eksempel 5.1.3.
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Eksempel 5.1.3: Bestem f’(x) nar f(x) allerede er defineret

En funktion f er givet ved
f(x)=x-e*.
Bestem f(0) samt f'(0).

Forst defineres funktionen som vist i Opskrift 1.1:
f(x):=x-ex » Udtprt
Nu hvor funktionen er defineret, kan man udregne f(0) saledes:
£(0) > 0
Altsa er £(0) = 0.
Nu bestemmes den afledte f'(x), og denne gemmes under navnet df(x):
df(x) = (£(x)) » Udfort
Ved at indtaste df(x) kan man inspicere forskriften for f'(x):
df(x) » (x+1)-e*
Man kan nu udregne f’'(0) sdledes:
df(0) > 1
Altsa er f'(0) = 1.
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5.2 Bestem funktionsvaerdi for afledt funktion,
eksempelvis f'(0)

Problem
Du kender forskriften for en funktion f(x) og ensker at bestemme f.eks. f'(0).
Lgsning

d
Klik pa 4, dobbeltklik pd matematikskabelonen Fri og indtast sa
funktionsforskriften samt navnet pa den uafhaengige variabel. Brug derefter en

lodret streg til at angive hvilken funktionsveerdi du vil udregne:

Eksempel 5.2.1: Bestem funktionsvaerdi for afledt funktion

En funktion f er givet ved
f(x) =x-e*.
Bestem f'(0).

For at udregne f'(0) ser det saledes ud:

d
E(x-ex)|x=0 > 1

Altsa er f'(0) = 1.

Se ogsa Eksempel 5.1.2 om at bestemme og gemme f'(x) til senere brug.

Tip: Symbolet “lodret streg”
Symbolet “lodret streg” kan pa Mac indsaettes ved at trykke ALt+I;
pa Windows kan det indsaettes ved at trykke AltGr+(knappen til
venstre for backspace). Alternativt kan symbolet findes ved at

- klikke pa L og vaelge Tegn.
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5.3 Bestem tangentligning

Problem

Du kender forskriften for en funktion f og ensker at bestemme en ligning for

tangenten til grafen for f i et bestemt punkt.

Lgsning

Brug kommandoen tangentLine som vist i Eksempel 5.3.1.

Eksempel 5.3.1: Bestem tangentligning

En funktion f er givet ved
f(x)=—x*+5x3—7x>+x+ 1.
Bestem en ligning for tangenten til grafen for f i punktet P(1, f(1)).

Tangentligningen bestemmes ved hjzelp af kommandoen tangentLine:
tangentLine(—x*+5-x3—7-x2+x+1, x=1) » 1-2-x

Altsa er y = 1 — 2x en ligning for tangenten til grafen for f i punktet P(1, f(1)).

Hvis f allerede er defineret (jf. Opskrift 1.1), sa behaver man ikke at indtaste

dens forskrift igen nar man vil bestemme en tangentligning.

Eksempel 5.3.2: Bestem tangentligning for en defineret funktion

En funktion f er givet ved
f(t) =t*+ 1.
Bestem f(3), og bestem en ligning for tangenten til grafen for f i P(—3, f(—3)).

Forst defineres funktionen som beskrevet i Opskrift 1.1:
f():=£+1 » Udtort
Funktionsveerdien f(3) kan nu udregnes saledes:
f(3) » 10

Man kan bruge tangentLine til at bestemme en ligning for tangenten til grafen
for f i punktet P(—3, f(—3)):

tangentLine(f(x), x=—3) » —6-x—8

Altsa er y = —6x — 8 en ligning for tangenten til grafen for f i P(-=3, f(—3)).
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5.4 Bestem monotoniforhold

Problem

Du gnsker at bestemme monotoniforhold for en funktion f som du kender en
forskrift for.

Lgsning

Definér funktionen, differentiér den, og las sa ligningen f’(x) = 0 for at finde de
steder hvor grafen har vandret tangent. Indsat sa tal i forskriften for f’ som er
mindre/starre end Igsningerne til ligningen f'(x) = 0 for at finde ud af hvor f er

voksende/aftagende.

Eksempel 5.4.1: Bestem monotoniforhold

En funktion f er givet ved
fx) = %x‘?’ +x% — 15x + 1.

Bestem monotoniforholdene for f.

Farst definerer vi funktionen som vist i Opskrift 1.1:
1
f(x) :=§-x3+x2—15-x+1 > Udfprt

d
Herefter bruger vi matematikskabelonen duu til at bestemme den afledte
funktion f'(x), som vi gemmer under navnet df(x):

df(x) = - (£(x)) » Udfort

Vilgser nu ligningen f'(x) = 0 for at finde de steder hvor grafen for f har
vandret tangent (som er de eneste steder hvor monotoniforholdene kan
skifte). Dette klares ved hjeelp af solve:

solve(df(x)=0, x) » x=—5 or x=3

Heraf fremgar at ligningen f'(x) = 0 har to lasninger: nemlig —5 og 3. Sidste
trin er at finde ud af hvor f er voksende/aftagende ved at indsaette tal i
forskriften for f' som er mindre/starre end hver af de fundne lgsninger. Vi
veelger her at bruge tallene —6, 0 og 4:

df(—6) > 9
df(0) » —15
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df(4) » 9
Det ses at f'(—6) er positiv, f'(0) er negativ og f'(4) er positiv. Da f’ kun kan
skifte fortegn ved x = —5 og ved x = 3, kan man nu konkludere at:

e [ ervoksende pa intervallet | — oo; —5]
e [ er aftagende pa intervallet [-5; 3]
e f ervoksende pa intervallet [3; oo

Tip: Tegn grafen!

Man kan nemt komme til at lave fejl ndr man bestemmer
monotoniforhold. En god made at fa sterre tiltro til sit svar er at
tegne grafen for funktionen (Opskrift 1.3). Se efter om funktionen
faktisk ser ud til at veere voksende/aftagende der hvor dit svar
siger den bgr veere det.
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5.5 Bestem maksimum eller minimum (grafisk)

Problem

Du kender forskriften for en funktion f og @nsker at bruge en grafisk tilgang til at

finde ud af hvor (eller om) den antager sin sterste eller mindste vaerdi.

Lgsning
Der hvor en funktion har maksimum eller minimum, har funktionens graf
vandret tangent (safremt funktionen er paen). Start derfor med at finde de

steder hvor grafen har vandret tangent: Dette kan ggres ved at lgse ligningen

d
f'(x) =0, hvilket kan klares ved at bruge solve og matematikskabelonen Eu.

Tegn derefter grafen for funktionen og brug menupunktet
Undersag grafer - Maksimum  eller Undersag grafer - Minimum

pa hver af de steder hvor funktionen har vandret tangent. Se Eksempel 5.5.1

samt Eksempel 5.5.2.

Eksempel 5.5.1: Bestem maksimum (grafisk)

En funktion f er givet ved
f(x)=x-e7*.

Bestem maksimum for f.

Farst definerer vi funktionen som vist i Opskrift 1.1:
f(x) =x-e™* > Udprt

d
Herefter bruger vi matematikskabelonen &" til at bestemme den afledte
funktion f'(x), som vi gemmer under navnet df(x):

df(x) = (£(x)) » Udfort

Vi lgser nu ligningen f'(x) = 0 for at finde de steder hvor grafen for f har
vandret tangent (som er de eneste steder hvor der kan veere et maksimum).

solve(df(x)=0, x) » x=1

Heraf fremgar det at grafen har vandret tangent ved x = 1. Safremt funktionen
har et maksimum, bliver den ngdt til at antage det her! Naeste trin er at tegne
grafen som vist i Opskrift 1.3:
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0.571¥

f

|

Det ser ganske rigtigt ud til at funktionen antager sit maksimum ved x = 1. For
at finde koordinatsaettet til maksimumspunktet klikker vi pa #¢ og vaelger

Undersag grafer -» Maksimum
Veerktgjet beder fgrst om nedre graense og derefter om gvre graense. Vi vaelger

disse sa de ligger hhv. til venstre/hgjre for x = 1. Herefter finder programmet
den stgrste funktionsvaerdi inden for de angivne graenser:

0.5y

R

!

@vre gresnse?
- .

Fra skaermbilledet fremgar det at grafens maksimumspunkt har
koordinatseettet (1; 0,368). Eftersom ligningen f'(x) = 0 kun har lgsningen x =
1, kan der ikke veere et maksimum uden for grafvinduets graenser som vi har
overset. Sa vi kan nu konkludere: Funktionen antager sit maksimum ved x = 1,
og den starste vaerdi som funktionen antager er f(1) = 0,368.
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Eksempel 5.5.2 viser hvordan man kan finde minimum for en funktion.

Eksempel 5.5.2: Bestem minimum (grafisk)

En funktion f er givet ved
1
f(x) = —; + ex.

Bestem minimum for f.

Farst definerer vi funktionen som vist i Opskrift 1.1:

f(x) := % +e™™ » Udtort

d
Herefter bruger vi matematikskabelonen dr til at bestemme den afledte
funktion f'(x), som vi gemmer under navnet df(x):

df(x) = - (£(x)) » Udfort

Vi lgser nu ligningen f'(x) = 0 for at finde de steder hvor grafen for f har
vandret tangent (som er de eneste steder hvor funktionen kan have et
minimum). Dette klares ved hjaelp af kommandoen solve:

solve(df(x)=0, x) » x=0.462739 &)

(Nspire advarer her om at solve maske ikke har fundet alle Igsninger; dette er
faktisk en falsk alarm).

Grafen for funktionen har altsa vandret tangent ved x = 0,463. Safremt
funktionen har et minimum, bliver den ngdt til at antage det her! Neaeste trin er
at tegne grafen som vist i Opskrift 1.3:

6.67

0.1 3
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Det ser ganske rigtigt ud til at funktionen antager sit minimum ved x = 0,463.
Vi bestemmer nu koordinatsaettet til grafens minimumspunkt ved at klikke pa
# og veelge

Undersag grafer - Minimum
Veerktgjet beder fgrst om nedre graense og derefter om gvre graense. Vi veelger

disse sa de ligger hhv. til venstre/hajre for x = 0,463. Herefter finder
programmet den mindste funktionsveerdi inden for de angivne graenser:

n 2 |

X
" @vre graense? 1' B S e 5
T &

Fra skeermbilledet fremgar det at grafens minimumspunkt har koordinatsaettet
(0,463; 3,06). Eftersom ligningen f'(x) = 0 kun har lgsningen x = 0,463, kan der
ikke veere et minimum uden for grafvinduets graenser som vi har overset. Sa vi
kan nu konkludere: Funktionen antager sit minimum ved x = 0,463, og den
mindste veerdi som funktionen antager er £(0,463) = 3,06.

Hvis grafen har vandret tangent flere steder, sa skal man
undersage hver af stederne for at se i hvilket af dem den
antager den storste/mindste vaerdi (det kan ogsa forekomme

i et intervalendepunkt)!
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5.6 Bestem maksimum eller minimum (symbolsk)

Problem

Du kender forskriften for en funktion f og @nsker at bruge en symbolsk tilgang

til at finde ud af hvor (eller om) den antager sin starste eller mindste veerdi.

Lgsning

Brug kommandoen fMax eller kommandoen fMin. De har formen

fMax(FUNKTION, UVAR) fMin(FUNKTION, UVAR)

hvor UVAR star for navnet pa den uafhangige variabel.

Eksempel 5.6.1: Bestem maksimum (symbolsk)

En funktion f er givet ved
f(x)=x-e7*.

Bestem maksimum for f.

1. Definér funktionen (Opskrift 1.1):
f(x):=xe x> Udfort

2. Brug derefter kommandoen fMax til at bestemme x-koordinaten til
funktionens maksimumspunkt:

fMax(f(x), x) » x=1

3. Bestem den tilhgrende y-veerdi (funktionens starste veerdi) ved at indsaette
det fundne x-koordinat i funktionen:

f(1) » e’!

Som saedvanligt: Hvis man i stedet vil have svaret som decimaltal, sa kan man
trykke CTRL+ENTER (Windows) eller CMD+ENTER (Mac):

f(1) » 0.367879

4. Konklusion: Funktionen f antager sit maksimum ved x = 1. Den starste
veerdi som f kan antage er e = 0,367879.
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Eksempel 5.6.2: Bestem minimum (symbolsk)

En funktion f er givet ved

P

f(x) =—+e".
x

Bestem minimum for f.

1. Definér funktionen (Opskrift 1.1):

f(x) = %

2. Brug derefter kommandoen fMin til at bestemme x-koordinaten til
funktionens minimumspunkt:

fMin(f(x), x) > x=0.462739

3. Bestem den tilhgrende y-veerdi (funktionens mindste veerdi) ved at indsaette
det fundne x-koordinat i funktionen:

£(0.462739) » 3.05847

4. Konklusion: Funktionen f antager sit minimum ved x = 0,462739. Den
mindste vaeerdi som f kan antage er 3,05847.

+e* » Udprt




6. Integralregning (Nspire)

6.1 Udregn bestemt integral

Problem

Du gnsker at udregne et bestemt integral ff f(x)dx.

Losning

Klik pa k4, dobbeltklik pd matematikskabelonen .[u"dn og indtast sa
funktionsforskriften, integrationsgraenserne og navnet pa den uafhaengige

variabel.
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Eksempel 6.1.1: Udregn bestemt integral

Bestem integralet ff’(le4 —2x3+ 1) dx.

Integralet udregnes ved hjaelp af skabelonen I:"d" (der ligger under )
3
f (10 - x* —2-x3 + 1) dx » 446
1

Altsé er [7(10x* — 2x3 + 1) dx = 446.

Hvis f allerede er defineret (jf. Opskrift 1.1), sa behaver man ikke at indtaste

dens forskrift igen nar man vil integrere den. Dette er demonstreret i Eksempel

6.1.2.
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Eksempel 6.1.2: Udregn bestemt integral for defineret funktion

En funktion f er givet ved
flx) = %xz + 1.

Bestem f(1), og bestem f_ssf(x) dx.

Farst defineres funktionen som vist i Opskrift 1.1:
1
f(x) == E-xz + 1> Udfprt

Nu hvor funktionen er defineret, kan man indtaste f(1) for at udregne denne
funktionsveerdi:

f(1) » %

Altsd er f(1) = 2.

2

Integralet udregnes ved hjeelp af skabelonen .L"d" (der ligger under )

> 155
f f(x)dx »
-5

155
3

Altsa er f_SSf(x) dx =
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6.2 Bestem stamfunktion

Problem
Du kender en funktion f og gnsker at bestemme en stamfunktion F.
Lgsning

Klik pa k4, dobbeltklik pd matematikskabelonen I"d" og indtast sa

funktionsforskriften samt navnet pa den uafhaengige variabel.

Eksempel 6.2.1: Bestem stamfunktion

En funktion f er givet ved

f(x)=x-e*.

Bestem en stamfunktion til f.

Klik pa [, veelg matematikskabelonen I"d", og indtast s& funktionsforskriften og
navnet pa den uafhaengige variabel:

j(x-ex)dx » (x—1)-e*

Altsd er F(x) = (x — 1) - e* en stamfunktion til f.

Hvis f allerede er defineret (jf. Opskrift 1.1), sa beh@ver man ikke at indtaste

dens forskrift igen nar man vil integrere den.

Eksempel 6.2.2: Bestem stamfunktion for defineret funktion

En funktion f er givet ved

f®)=et-(t+1).

Bestem f(—1), og bestem en stamfunktion til f.

Forst defineres funktionen som vist i Opskrift 1.1:
f(t):=et - (t+1) » Udlprt
Herefter kan man indtaste f(—1) for at udregne denne funktionsveerdi:
f-1) > 0

Matematikskabelonen I"d" kan bruges til at bestemme en stamfunktion til f:

ff(t)dt > t- el

Altsd er F(t) =t - et en stamfunktion til f.
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6.3 Bestem forskrift for specifik stamfunktion

Problem

Du kender forskriften for en funktion f og ensker at bestemme en forskrift for

den stamfunktion til f hvis graf gar igennem et bestemt punkt P(xg,v,).

Lgsning

Brug kommandoen deSolve til at Igse begyndelsesvaerdiproblemet

y' =fx), y(xo) =y,

Eksempel 6.3.1: Bestem forskrift for specifik stamfunktion

En funktion f er givet ved

f(x) =12x3 — 1.
Bestem en forskrift for den stamfunktion til £, hvis graf gar igennem punktet
P(1,5).

Den sagte forskrift bestemmes ved hjaelp af kommandoen deSolve:

deSolve(y) = 12-x3—1 and (1)=5, x, y) > y=3-x*—x+3
Vi omdgber y til F og konkluderer at
F(x) =3x*—x+3
er en forskrift for den stamfunktion til £, hvis graf gar igennem punktet P(1,5).
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6.4 Bestem areal af punktmeengde (grafisk)

Problem

Du gnsker at bruge en grafisk tilgang til at bestemme arealet af en
punktmangde der er afgraenset af en eller flere funktionsgrafer (og evt.

koordinatakser).

Lgsning
Brug applikationen Grafer til at tegne punktmangden. Klik derefter pa ® og veelg

enten

Undersag grafer - Integral eller Undersag grafer — Areal af omrdde.

Eksempel 6.4.1: Punktmaengde afgraenset af graf og koordinatakse

En funktion f er givet ved

__t2zad. 7
flx) = SX Tt ox -

Grafen for f afgreenser sammen med fgrsteaksen en punktmaengde M i fgrste
kvadrant. Bestem arealet af M.

1. Tilfej applikationen Grafer:

Vindue Hjeelp

B insst -| @ 3 - B | T

l]J_| Opgave
I ] side Ctri+l |
d‘g’ Beregninger ;
— ﬂ' Grafer

entet | [ Geometri
*| Lister og Regneark

oo
o.o ]_I Diagrammer og statistik

[I:II:I] Moter
=4 Vernier DataQuest™

2. Indtast funktionsforskriften og tryk ENTER:
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Dette far programmet til at tegne grafen for funktionen, hvilket ggr det muligt
for os at se den omtalte punktmaengde:

4 f_v
et 2.5 7
0.2 [ 1
-1 0.2 9
_1 L

3. Klik pa %%, veelg

Undersag grafer — Integral

og klik fgrst pa det venstre skaeringspunkt med x-aksen og derefter pa det
hgjre skaeringspunkt med x-aksen:




54 1

0.2 fskaeringspunkt
-1 0.2 9

%

nedre greanse?
1

4. Programmet bestemmer s arealet af punktmangden og viser resultatet
oven i punktmaengden:

4.y
. f:_l s - —;
0.2 v
-1 0.2 9
-1

5. Fra skaermbilledet kan vi afleese at arealet af M er 12.
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Tip: Akser og kvadranter

Koordinatsystemets vandrette akse (“x-aksen”) kaldes ogsa for
forsteaksen. Den lodrette akse (“y-aksen”) kaldes ogsa for
andenaksen. Disse to akser inddeler koordinatsystemet i fire
omrader, der kaldes for kvadranter:

2. kvadrant | 1. kvadrant

3. kvadrant | 4. kvadrant

Eksempel 6.4.2 nedenfor viser hvordan man kan bestermme arealet af en

punktmangde der er afgraenset af to grafer.

Eksempel 6.4.2: Bestem areal af punktmangde afgraenset af to grafer

To funktioner f og g er givet ved
flx)=—x>+7x-9
1
gx) = EX

Graferne for f og g afgraenser i fgrste kvadrant en punktmaengde M. Bestem
arealet af M.

1. Tilfgj applikationen Grafer:

Vindue Hj=elp

‘ Indsast -

Opgave
Side Ctrl+l

]L" Beregninger ;

zntet d Geometri
*:| Lister og Regneark

J

oo
oo LI Diagrammer og statistik
[I:II:I] Mater

:J Vernier DataQuest™
2. Indtast forskriften for f og tryk ENTER:

O Ao +7x—9
I
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3. Klik pd %, veelg
Grafindtastning/Redigér — Funktion

og indtast sa forskriften for g og tryk ENTER:

Programmet viser sa graferne for bade f og g, hvilket ger det muligt at se
punktmangden M:

A
51¥
=]
/ ™ —~
_ \ . 1
) — al ]|=_
\ 2
/ 7,
/ e
|-
,--"‘--.
e
L X
—~
- 1 8
— flx)l=-x"+7 x-
-

4. Klik nu pa #¢, veelg
Undersag grafer — Areal af omrade

og klik farst pa det venstre skaeringspunkt mellem graferne og sa pa det hgjre
skaeringspunkt mellem graferne:
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X 57y
uk._'}l:i-_‘-.
‘Psk&ringspunkt
1 ]

.'l.;

1 8
fl)=x“+7 x—
nedre greense?

5. Programmet bestemmer sa arealet af punktmangden og viser resultatet
oven i punktmaengden:

A

51y
_~
-
b -
#; @ S - )
b L gl :I=_
w 2
—_—
j —
—
1 A
-
.---,-
e
P '
" 1 8
= |
T floc)=-x"+7 x-
P

6. Fra skaermbilledet kan vi afleese at arealet af M er 2,6.




58 1

6.5 Bestem areal af punktmaengde (symbolsk)

Problem

Du gnsker at bruge en symbolsk tilgang til at bestemme arealet af en
punktmangde der er afgraenset af en eller flere funktionsgrafer (og evt.

koordinatakser).

Lgsning

Bestem graenserne for punktmaengden (langs x-aksen) og brug

matematikskabelonen IEH". Se eksemplerne nedenfor.

Eksempel 6.5.1: Punktmaengde afgraenset af graf og koordinatakse

En funktion f er givet ved
7

=_1,2,8,_7
flx)= SXT DX —

Grafen for f afgraenser sammen med fgrsteaksen en punktmaengde M i fgrste
kvadrant. Bestem arealet af M.

Forst tegnes grafen for f (Opskrift 1.3) for at fa et overblik over situationen:

51y

2. kvadrant 1. kvadrant | | 2+ 8

0.5

3. kvadrant 4. kvadrant

-3

Derefter Igses ligningen f(x) = 0 (Opskrift 2.1) for at finde graenserne for M
(grafens skaeringspunkter med x-aksen):

solve(f(x) = 0, x) » x=1 or x=7
Endelig bestemmes arealet af M ved integration (Opskrift 6.1):

7
f f(x)dx » 12
1

Arealet af punktmaengden M er altsa 12.
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Tip: Akser og kvadranter

Koordinatsystemets vandrette akse (“x-aksen”) kaldes ogsa for
forsteaksen. Den lodrette akse (“y-aksen”) kaldes ogsa for
andenaksen. Disse to akser inddeler koordinatsystemet i fire
omrader, der kaldes for kvadranter:

2. kvadrant | 1. kvadrant

3. kvadrant | 4. kvadrant

Eksempel 6.5.2 nedenfor viser hvordan man symbolsk kan bestemme arealet af

en punktmangde der er afgraenset af to grafer.

Eksempel 6.5.2: Bestem areal af punktmangde afgraenset af to grafer

To funktioner f og g er givet ved
flx)=—x>+7x-9
1
gx) = EX

Graferne for f og g afgraenser i fgrste kvadrant en punktmaengde M. Bestem
arealet af M.

Farst defineres funktionerne (Opskrift 1.1):
f(x) =—x?+7-x—9 > Udtprt
g(x) :=%-x » Udtort

Derefter tegnes graferne for funktionerne (Opskrift 1.3) for at skabe overblik
over situationen:

2. kvadrant 1. kvadrant

3. kvadrant 4, Kv#;rant

i
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Herefter findes graenserne for M (langs x-aksen) ved at bestemme x-
koordinaterne til grafernes skaeringspunkter (Opskrift 1.4):

solve(f(x) = g(x), x) » x=2. or x=4.5
Endelig bestemmes arealet af M ved at beregne f:‘sf(x) dx — f;’sg(x) dx
(arealet under gverste graf minus arealet under nederste graf):
4.5 4.5
f(x)dx — g(x)dx » 2.60417
2 2
Arealet af M er altsa ca. 2,604.

De folgende eksempler behandler nogle mere avancerede arealproblemer.

Eksempel 6.5.3: Punktmangde afgraenset af skiftende grafer

To funktioner f og g er givet ved

f() = - In(@)
g(x) =—-0,5x+ 4

Graferne for de to funktioner f og g afgraenser sammen med forsteaksen et
omrade M. Bestem arealet af M.

Farst defineres funktionerne (Opskrift 1.1):
1

f(x) := e In(x) » Udfart

g(x)=—-05-x+4» Udtprt

Herefter tegnes graferne for funktionerne (Opskrift 1.3) for at skabe et overblik
over situationen:
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0.5

-3

Fra tegningen fremgar det at grafen for f udger den everste del af M frem til
skaeringspunktet mellem de to grafer; herefter udger grafen for g den gverste
del af M. Sa arealet af M ma vaere givet ved

b c
Areal(M) =f f(x) dx+f g(x)dx (*)
b

a

hvor a, b og ¢, som vist pa tegningen, betegner x-koordinaterne til hhv.

e det punkt hvor grafen for f skaerer x-aksen
e det punkt hvor graferne for f og g skaerer hinanden
e det punkt hvor grafen for g skeerer x-aksen

Disse tal findes ved at Igse ligningerne f(x) = 0, f(x) = g(x) og g(x) = 0:
solve(f(x) = 0, x) » x=1
solve(f(x) = g(x), x) » x=4.00
solve(g(x) = 0, x) > x=8.

Sa det folger fra () at arealet af M er lig med

4 8
f f(x)dx +j g(x)dx » 7.67191
1 4

Arealet af M er altsa ca. 7,672.
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Eksempel 6.5.4: Bestem graense sa et givet areal opnas

‘('{) 3'I I X *

En linje er givet ved ligningen x = k, hvor k er en konstant.

Grafen for f afgraenser sammen med fgrsteaksen og linjen x = k en
punktmangde M i anden kvadrant. Bestem k sa arealet af M bliver 9.

Farst defineres funktionen (Opskrift 1.1):
1
f(x) :=§-x2 +2-x+4 > Udiprt

Herefter tegnes grafen for funktionen (Opskrift 1.3) for at skabe et overblik
over situationen:

\ 6651y /

\ / fl (\) = f(\)

10 1 10

-6.65

Fra tegningen fremgar det at arealet af M er givet ved
0
Areal(M) = f f(x)dx.
k
Opgaven kan derfor besvares ved at Igse ligningen
0
J f(x)dx =9
k
med hensyn til k. Dette kan geres med solve:

0
solve (j f(x)dx =9, k) » k = —5.04698
k

Altsa skal man veelge k ~ —5,047 for at arealet af M bliver 9.
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6.6 Bestem rumfang af omdrejningslegeme

Problem

Du gnsker at bestemme rumfanget af et omdrejningslegeme der fremkommer

ved at dreje grafen for en funktion 360° om x-aksen.

Lgsning

Brug formlen for rumfanget af et omdrejningslegeme (formel (172) i

formelsamlingen):

b
V=7r-f f(x)?dx

a

Eksempel 6.6.1: Bestem rumfang af omdrejningslegeme

En funktion f er givet ved

flx)= —x3+2x? +x —2.
Grafen for f afgreenser sammen med fgrsteaksen en punktmaengdeM i farste
kvadrant.

Bestem rumfanget af det omdrejningslegeme der fremkommer nar M drejes
360° omkring farsteaksen.

Forst defineres funktionen (Opskrift 1.1):
f(x) =—x34+2-x>+x—2 > Udlprt

Herefter tegnes grafen for funktionen (Opskrift 1.3) for at skabe et overblik
over situationen:
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Integrationsgraenserne a og b findes ved at lgse ligningen f(x) = 0:
solve(f(x) = 0, x) » x=—1 or x=1 or x=2

Ved at sammenholde dette med tegningen ser viata = 1 og b = 2. Dette
indsaettes nu i rumfangsformlen:

2
n-f (F(x))" dx » 0.658238
1

Rumfanget af det omdrejningslegeme der fremkommer nar M drejes 360°
omkring farsteaksen er altsa ca. 0,6582.

Her fglger nogle lidt mere avancerede eksempler.

Eksempel 6.6.2: Bestem rumfang af omdrejningslegeme (skiftende grafer)

To funktioner f og g er givet ved
1
flx) = n@ In(x)
gx)=-0,5x+4

Graferne for de to funktioner f og g afgreenser sammen med fgrsteaksen et
omrade M.

Bestem rumfanget af det omdrejningslegeme der fremkommer nar M drejes
360° omkring farsteaksen.

Farst defineres funktionerne (Opskrift 1.1):
1

f(x) = e In(x) » Udfprt

g(x)=—-05-x+4» Udtort

Herefter tegnes graferne for funktionerne (Opskrift 1.3) for at skabe et overblik
over situationen:
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0.5

-3

Fra tegningen fremgar det at grafen for f udger den averste del af M frem til
skaeringspunktet mellem de to grafer; herefter udger grafen for g den gverste
del af M. Sa det s@gte rumfang V ma veere givet ved

b c
V=Tl"j f(x)zdx+7r-j g(x)?* dx (%)
a b

hvor a, b og ¢, som vist pd tegningen, betegner x-koordinaterne til hhv.

e det punkt hvor grafen for f skeerer x-aksen
e det punkt hvor graferne for f og g skaerer hinanden
e det punkt hvor grafen for g skaerer x-aksen

Disse tal findes ved at Igse ligningerne f(x) =0, f(x) = g(x) og g(x) = 0:
solve(f(x) = 0, x) » x=1
solve(f(x) = g(x), x) » x=4.00
solve(g(x) = 0, x) > x=8.

Sa det folger fra (x) at det sggte rumfang er lig med

4 2 8 2
T - (x)) dx+ - (x)) dx » 33.7358
[ ) [ (9@

Rumfanget af det omdrejningslegeme der fremkommer nar M drejes 360°
omkring fersteaksen er altsa ca. 33,74.
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Eksempel 6.6.3: Bestem graense sa givet rumfang opnas

En funktion f er givet ved
fx)=In(x?+1)-1.
En linje er givet ved ligningen x = k, hvor k > 2 er en konstant.

Grafen for f afgraenser sammen med fgrsteaksen og linjen x = k en
punktmangde M i farste kvadrant.

Bestem k saledes at rumfanget af det omdrejningslegeme der fremkommer
nar M drejes 360° omkring fersteaksen bliver 10.

Farst defineres funktionen (Opskrift 1.1):
f(x) =In(x?2+1)—1» Udfprt

Derefter tegnes grafen for funktionen (Opskrift 1.3) for at skabe et overblik
over situationen:

_
6.65 | ¥

f1(x)~flx)

-10 /{ 10

-6.65 |

Ligningen f(x) = 0 lgses for at bestemme den nedre graense for M:

solve(f(x) =0,x)|x >0 » x =Ve —1

Ifelge rumfangsformlen er omdrejningslegemets rumfang givet ved

K
V:n-f f(x)?*dx
Ve—1
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Sa opgaven kan besvares ved at lgse ligningen

k
n-j f(x)?dx =10
Ve—1

med hensyn til k. Dette kan geres med solve:

k
solve (n : j (f(x))2 dx = 10, k) » k = 3.8746

ve—1

Sa med k ~ 3,875 bliver rumfanget af omdrejningslegemet 10.

6.7 Bestem rumfang af hult omdrejningslegeme

Problem

En punktmaengde afgraenses af grafen for to funktioner, og du ensker at
bestemme rumfanget af det omdrejningslegeme der fremkommer ved at dreje

punktmangden 360° om x-aksen.

Lgsning
Brug formlen for et hult omdrejningslegeme:
b
v=r| (@2 - gD dx
a

hvor f er den funktion hvis graf ligger averst, og g er den funktion hvis graf

ligger nederst. Se Eksempel 6.7.1 nedenfor.

Eksempel 6.7.1: Bestem rumfang af hult omdrejningslegeme

Graferne for disse funktioner afgraenser i fgrste kvadrant en punktmangde M:

f(x) =x*-3x+5
glx)=—x*+5x—1

Bestem rumfanget af det omdrejningslegeme der fremkommer nar M drejes
360° om koordinatsystemets fgrsteakse.

Forst defineres funktionerne:
f(x):=x*2—-3-x+5 > Udlprt
g(x):=—x*>+5-x—1> Udprt

Derefter tegnes deres grafer for at skabe et overblik over situationen:
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6.65 | ¥

-10 / 1 10

-6/65

Graenserne for M findes ved at lgse ligningen f(x) = g(x) (Opskrift 1.4):
solve(f(x) = g(x), x) » x=1 or x=3

Dette indseettes nu i formlen for rumfanget af et hult omdrejningslegeme:

3
n-j (g(x)? — f(x)?»)dx » 67.0206

(Bemeerk at g her skrives fgrst da grafen for g ligger everst inden for
integrationsintervallet 1 < x < 3, jf. tegningen). Rumfanget af
omdrejningslegemet er altsa ca. 67,02.

6.8 Bestem kurvelsengde

Problem

Du gnsker at bestemme leengden af et stykke af grafen for en funktion.

Lgsning

Brug kommandoen arcLen. Se Eksempel 6.8.1 0g 6.8.2.
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Eksempel 6.8.1: Bestem kurvelaengde

En funktion f er givet ved
f(x) =0,5x% — 2x + 3.

Bestem kurveleengden af grafen for f fra punktet A(0, f(0)) til punktet
B(4,f(4)).

Forst defineres funktionen (Opskrift 1.1):
f(x) =05-x>—2-x+3 > Udfprt

Derefter bruges kommandoen arcLen, hvor man skal angive:

e funktionen
e navnet pa den uafhaengige variabel (her x)
e punkternes x-koordinater (her hhv. 0 og 4)

Det ser saledes ud:
arcLen(f(x), x, 0, 4) » 5.91577

Kurvelaengden af grafen for f fra punktet A(0, f£(0)) til punktet B(4, f(4)) er
altsa ca. 5,916.

Eksempel 6.8.2: Bestem graense sa given kurvelaengde opnas

En funktion f er givet ved

f(x) = x>
Bestem det positive tal k der gar at kurvelaengden L af grafen for f fra punktet
A(=2, f(—2)) til punktet B(k, f(k)) bliver 10.

Ligningen L = 10 lgses med hensyn til k:
solve(arcLen(x2, x, —2, k) = 10, k)|k>0 > k=2.164934

Man skal altsa veelge k ~ 2,165 for at kurveleengden af grafen for f fra punktet
A(—2, f(—2)) til punktet B(k, f(k)) bliver 10.
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7. Vektorfunktioner (Nspire)

7.1 Definér vektorfunktion

Problem

Du ensker at definere en vektorfunktion sdledes at du kan arbejde med den.

Lgsning

Skriv funktionsforskriften (med et kolon foran lighedstegnet!) og tryk sa ENTER.

Eksempel 7.1.1: Definér vektorfunktion og bestem funktionsvaerdi

En vektorfunktion 7 er givet ved
. t? —t
r(t) = < /3 )

Farst defineres vektorfunktionen:

r(t) = [t? —t;t3] » Udrt

Nu hvor vektorfunktionen er defineret, kan man indtaste r(—1) for at
bestemme denne funktionsvaerdi:

r(=1 > l—21]

Bestem 7(—1).

Altsa er 7(-1) = (2).

7.2 Tegn banekurve

Problem

Du gnsker at tegne banekurven for en vektorfunktion.

Lgsning

| applikationen Grafer: Valg Grafindtastning/Redigér — Parameterfremstilling og

indtast sa vektorfunktionens koordinatfunktioner (og evt. definitionsmaengde).
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Eksempel 7.2.1: Tegn banekurve for vektorfunktion

En vektorfunktion 7 er givet ved

. to—t
7(t) = ;3 —2<t<2.
Tegn banekurven for 7 .
1. Tilfej applikationen Grafer:
Py -  mem— |
(B it -| @) 3 -| °F -
] opgave
] side Crl+
ﬂa‘ Beregninger E
(Bomer
é Geometri

2. Klik p& * og veelg Grafindtastning/Redigér - Parameterfremstilling. Angiv
herefter de to koordinatfunktioner samt definitionsmangden og tryk sa ENTER.
(Hvis definitionsmangden ikke er angivet, sa veelg f.eks. —10 < t < 10).

Definitionémaangden 1
—_——

-10

-6.67 T
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7.3 Find skeeringspunkter med koordinatakserne

Problem

Du kender forskriften for en vektorfunktion og @nsker at finde ud af hvor (eller

om) dens banekurve skaerer x-aksen og/eller y-aksen.

Lgsning

Saet de to koordinatfunktioner lig 0 og lgs de resulterende ligninger hver for sig.

Eksempel 7.3.1: Find banekurves skaeringspunkter med koordinatakserne

En vektorfunktion 7 er givet ved

. t2 + 2t

7(t) = <t3 B 2t>'
Bestem koordinatsaettene til skeeringspunkterne mellem banekurven og
koordinatakserne.

Forst defineres koordinatfunktionerne og vektorfunktionen:
x(t) =t?+2-t > Udlprt
y(t):=t3—-2 -t » Udiort
r(t) = [x(t); y(©)] » Udtort

y-aksen er maengden af punkter hvis x-koordinat er 0. Ligningen x(t) = 0 lgses
derfor for at finde banekurvens skaeringspunkter med y-aksen:

solve(x() =0, ) » =—2 or =0

Det ses at ligningen har to lgsninger, hvilket betyder at banekurven har to
skaeringspunkter med y-aksen. Skaeringspunkternes koordinatsaet bestemmes
ved at indseette lgsningerne i vektorfunktionen:

r=2) l—o4]
-

Banekurven skarer altsa y-aksen i punkterne (0, —4) og (0,0).

Skaeringspunkterne med x-aksen findes pa tilsvarende vis ved at lgse ligningen
y(t) =0.
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7.4 Undersgg om punkt ligger pa banekurve

Problem

Du kender forskriften for en vektorfunktion #(t) og ensker at finde ud af om

banekurven gar igennem et bestemt punkt P.

Lgsning

Definér vektorfunktionen og lgs ligningen #(t) = P ved hjaelp af solve.

Eksempel 7.4.1: Underseg om banekurven gar gennem givet punkt

En vektorfunktion 7 er givet ved

Undersgg om banekurven gar gennem punkterne P(—1,1) og Q(2,—1).

Forst defineres vektorfunktionen som vist i Opskrift 7.1:
r(t)=[t?+2-t; t3—2-t] » Udlprt
Herefter Igses ligningerne 7(t) = P og 7(t) = Q hver for sig:
solve(r(y) =[—1; 1], ) » =—1
solve(r(?) = [2; —1], ¢) » false

Det ses at ligningen 7(t) = P har lgsningen t = —1 imens ligningen 7(t) = Q ikke
har nogen lgsninger. Dette betyder at banekurven gar gennem P (nar t = —1),
imens banekurven ikke gar gennem Q.

Eksempel 7.4.2: Bestem parametervaerdier herende til dobbeltpunkt

En vektorfunktion 7 er givet ved

. t2—t
A= <t3 — 3t>'
Det oplyses at Q(2,2) er et dobbeltpunkt pa banekurven.

Bestem de tilhgrende parametervaerdier.

Farst defineres vektorfunktionen som vist i Opskrift 7.1:
r(t) =[t>?—t; t3—-3-t] » Udprt




74 1

Herefter lgses ligningen 7(t) = Q:

solve(r(f) =1[2; 2], §) » =1 or =2

Sa parametervaerdierne hgrende til dobbeltpunktet Q(2,2) ert = -1 0gt = 2.

7.5 Find dobbeltpunkt pa banekurve

Problem

Du kender forskriften for en vektorfunktion 7(t) og @nsker at finde eventuelle

dobbeltpunkter pa dens banekurve.

Lgsning

Hvis man kender en parameterveerdi hgrende til et dobbeltpunkt, sa kan man

bestemme koordinatsaettet til dobbeltpunktet (Eksempel 7.1.1) og sa ga frem

som i Opskrift 7.4. Hvis man ikke ved hvor man skal lede efter eventuelle

dobbeltpunkter, sa kan man altid finde dem ved at lgse ligningen #(t,) = 7(t,).

Eksempel 7.5.1: Find dobbeltpunkt nar en parametervaerdi er kendt

En vektorfunktion 7 er givet ved

. t? —t
r(t) = <t3 B 3t>'
Pa banekurven er punktet Q et dobbeltpunkt herende til t-vaerdierne 2 og t,.

Bestem koordinatseettet til Q, og bestem t,.

Farst defineres vektorfunktionen som vist i Opskrift 7.1:
r(t) =[t>?—t; t3—-3-t] » Udprt

Herefter udregnes #(2) da det oplyses at Q fremkommer nar t = 2:

- [}

Altsa er Q = (2,2). Den anden parametervardi findes nu ved at lgse ligningen
7(t) = Q, jf. Opskrift 7.4:

solve(r(5) =[2; 2], 9 » =—1 or =2

Den anden parametervaerdi er altsa t, = —1.
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Eksempel 7.5.2: Find eventuelle dobbeltpunkter

En vektorfunktion 7 er givet ved

2 _
() = (tt3 - 3tt>'

Bestem koordinatsaettene til eventuelle dobbeltpunkter pa banekurven.

Forst defineres vektorfunktionen som vist i Opskrift 7.1:
r(t) =[t?—t; t3-3-t] » Udprt
Herefter lgses ligningen #(t,) = 7(t,) for at finde eventuelle dobbeltpunkter:
solve(t(t]) = 1(£2), t1, 2)|ti<t2 » t1=—1 and 2=2

(Betingelsen t; < t, kan undlades, men sa bliver eventuelle lgsninger gentaget;
eksempelvis far man bade t; = —1,t, =2 0gt, = 2, t, = —1).

Det ses at ligningen har lgsningen t; = —1, t, = 2. Man far altsd samme punkt
nadr man indsaetter t = —1 som nadr man indsaetter t = 2:

-]
- [}

Banekurven har altsa et enkelt dobbeltpunkt, nemlig @ = (2, 2).
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7.6 Bestem tangent til banekurve

Problem

Du gnsker at bestemme en tangent til en banekurve for en vektorfunktion.

Lgsning

For en vektorfunktion 7 er tangenten herende til parametervaerdien t, den rette
linje der gar gennem punktet (x(t,),v(t,)) 0og har #'(t,) som en retningsvektor
(hvor x og y betegner vektorfunktionens koordinatfunktioner); tangenten er

saledes givet ved parameterfremstillingen

x\ x(ty) _ x'(to) "
(y) - (y(%)) Tt (3"(%)) *

Sa man skal finde (x(ty), y(ty)) 0g 7 '(to)-

Eksempel 7.6.1: Bestem tangent til banekurve (kendt parametervaerdi)

En vektorfunktion 7 er givet ved

2 _
) = <tt3 - 3tt>'

Bestem en parameterfremstilling for tangenten til parameterkurven til
tidspunktet t = —2.

Her er parameterveerdien kendt: t = —2. Ud fra denne kan punktet og
retningsvektoren bestemmes. Farst defineres vektorfunktionen:

r(t)=[t?—t; t3—3-t] » Udlprt
Punktet bestemmes ved at indsaette t = —2:

r(=2) > l—62]

Reringspunktet for tangenten er altsa (6, —2). Herefter bestemmes
hastighedsvektoren 7 '(—2), der er en retningsvektor for tangenten:

%(r(t))n — 2 [_95]

Oplysningerne indsaettes nu i den generelle tangentparameterfremstilling (x):
() =(5)+ ()
y)  \-2 9

Dette er en parameterfremstilling for tangenten til tidspunktet t = —2.
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Eksempel 7.6.2: Bestem tangent til banekurve (kendt punkt)

En vektorfunktion 7 er givet ved

2 _
) = (tt3 - 3tt>'

Bestem en parameterfremstilling for tangenten til banekurven i P(6,—2).

Her er tangentens rgringspunkt kendt: P(6,—2). Ud fra dette punkt kan
parametervaerdien findes (Opskrift 7.4):

r(t)=[t?—t; t3—3-t] » Udlprt
solve(r(?) = [6 ; —2], ) » =2

Parametervardien herende til punktet P(6,—2) er altsa t = —2. Nu kan den
tilhgrende hastighedsvektor 7 '(—2) findes:

%(r(t))“: _ 2 [‘95]

Oplysningerne indsaettes nu i den generelle tangentparameterfremstilling (x):
) =5+ (3)
y)  \=2 9

Dette er en parameterfremstilling for tangenten i punktet P(6, —2).
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Eksempel 7.6.3: Bestem tangent til banekurve (kendt dobbeltpunkt)

En vektorfunktion 7 er givet ved
. t2—t
r(t) = <t3 B 3t>'
Punktet Q(2,2) er et dobbeltpunkt for vektorfunktionens banekurve.

Bestem parametervaerdierne hgrende til punktet Q, og bestem for hver af
disse parametervardier en parameterfremstilling for den tilhgrende tangent.

Farst bestemmes t-veerdierne hgrende til dobbeltpunktet Q(2,2) (Opskrift 7.4):
r(t) =[t>?—t; t3 -3 -t] » Udprt

solve(r(?) = [2; 2], ©) » =—1 or =2

Parametervaerdierne hgrende til dobbeltpunktet Q(2,2) eraltsdt = -1 0gt =
2. De tilngrende tangenter kan bestemmes som vist i Eksempel 7.6.1.
Tangenten hgrende til parameterveerdien t = —1 har fglgende vektor som en
retningsvektor:

%(r(t))ﬁ: =—1>» [_3]

0
()= (0)
y) \2 0
en parameterfremstilling for tangenten hgrende til t = —1. Tangenten hgrende
til parametervaerdien t = 2 har fglgende vektor som en retningsvektor:

COUSERN

()= )+ (o)

en parameterfremstilling for tangenten hgrende til t = 2.

Dermed er

Dermed er
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7.7 Find tangent der er parallel med en given linje

Problem

Du gnsker at finde en tangent der er parallel med en given linje.

Lgsning

Benyt at enhver tangent er givet ved en parameterfremstilling pa formen

x\ _ (x(to) . x'(to)
(y) B (y(%)) Tt (y’(%))'

og at to vektorer er parallelle netop nar deres determinant er 0 (Eksempel 4.5.2).

Eksempel 7.7.1: Tangenter der er parallelle med koordinatakserne

En vektorfunktion 7 er givet ved

@) = <tt3 —_ 3tt)'

Bestem koordinatsaettet til hvert af de punkter hvori banekurvens tangent er
parallel med en af koordinatakserne.

Enhver tangent har #'(t,) som en retningsvektor (for et eller andet tal t,). Sa
speorgsmalet kan besvares ved at bestemme 7 '(t) og sa undersgge hvornar
dens x-koordinatfunktion er 0 (lodret tangent) og hvornar dens y-
koordinatfunktion er O (vandret tangent).

Farst defineres koordinatfunktionerne og vektorfunktionen (Opskrift 7.1):
x(t) =t? —t » Udlprt
y(t):==t3—3 -t > Udiprt
r(t) = [x(t); y(©)] » Udiort

Herefter lgses ligningen x'(t) = 0 for at finde ud af hvornar tangenten er
parallel med y-aksen (nar x-koordinatfunktionen er 0, sa er tangenten lodret),
og det tilhgrende punkt bestemmes ved at indsaette lgsningen i 7(t):

solve (% (X(t)) =0, t) » t =0.5

—0.25
r(0.5) > l—1 375

| punktet (—0.25,—1.375) er der altsa lodret tangent (dvs. en tangent der er
parallel med y-aksen).




80 1

Tilsvarende lgses ligningen y’(t) = 0 for at finde ud af hvornar tangenten er
parallel med x-aksen, og de tilherende lgsninger indsaettes i 7(t):

d
solve (E(Y(t)) =0, t) »t=—1lort=1

e[t

r(1) > l—OZ:

| punkterne (2,2) og (0,—2) er der altsa vandret tangent (dvs. en tangent der er
parallel med x-aksen).

Eksempel 7.7.2: Tangent der er parallel med linje (parameterfremstilling)

En vektorfunktion 7 er givet ved
. t2—t
r(t) = <t3 B Bt)'
En linje [ er givet ved parameterfremstillingen
() =)+ (o)
y) 3 16/

Bestem koordinatsaettet til hvert af de punkter hvori banekurvens tangent er
parallel med linjen L.

Enhver tangent har 7 '(t,) som en retningsvektor (for et eller andet tal t;). Vi
sgger derfor de parameterveerdier t, hvor 7 '(t,) er parallel med
retningsvektoren (126), hvilket er ensbetydende med at determinanten

det (F’(to), (126)) er 0.
Farst defineres vektorfunktionen:
r(t)=[t?—t; t3—3-t] » Udlprt
Herefter bestemmes den afledte funktion 7 '(t):
d
dr(t) = a(r(t)) » Udtort

Endelig lases ligningen det (F’(t), (126)) = 0, jf. Opskrift 4.5:

1
solve(det(augment(dr(t), [2; 16])) =0, t) >t = 3 O t=5
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Dette viser at til tidspunkterne t = % ogt =5 er tangenten parallel med L. Til
sidst findes de tilhgrende punkter ved at indsaette t-vaerdierne i 7(t):
1 —0.222222
' (5) ] l—0.962963]
20

r() > [110

Punkterne hvori banekurvens tangent er parallel med linjen [ er altsa
(-0.22,—-0.96) 0g (20,110).

Eksempel 7.7.3: Tangent der er parallel med linje (ligning)

En vektorfunktion 7 er givet ved
. t2 —t
t) = :
) <t3 = 3t>
En linje [ er givet ved ligningen 8x —y + 11 = 0.

Bestem koordinatsaettet til hvert af de punkter hvori banekurvens tangent er
parallel med linjen L.

Ligningen for [ har formen Ax + By + C = 0, hvor
A =38, B =-1, ¢ =11.
Konstanterne A og B udger koordinaterne til en normalvektor til linjen, dvs.

. (8
"= (—1)
er en normalvektor til I. Dermed er tvaervektoren
1
B (8)
en retningsvektor for linjen L. Nu kan opgaven lgses ved at ga frem som i
Eksempel 7.7.2.

Sb




8. Differentialligninger (Nspire)

8.1 Lgs differentialligning

Problem

Du gnsker at bestemme den fuldsteendige lgsning til en differentialligning.

Lgsning

Brug kommandoen deSolve, der har formen

deSolve(DIFFERENTIALLIGNING, UAFHANGIG VARIABEL, AFHAENGIG VARIABEL)

y’ afhaengig variabel

=X - yZ deSolve(y' =X yZ;x) 3’)

uafhaengig variabel

Eksempel 8.1.1: Bestem fuldstaendig lesning til differentialligning

Bestem den fuldstaendige lasning til differentialligningen

ay _ . .z
dx y

Den fuldstendige lgsning bestemmes ved hjeelp af kommandoen deSolve:

—2
d Sl ’: . 2 ) > =

(Bemeaerk: | deSolve skal % omskrives til y’, altsa “y maerke”).

Det ses at den fuldsteendige lgsning til differentialligningen er
e
Y =¥t +r2.¢

hvor ¢ er en vilkarlig konstant.

Fejl: For fa argumenter (eller argumentfejl)

Nar man bruger kommandoen deSolve, sa skal man efter
differentialligningen skrive et komma, og efter kommaet skal man
skrive navnet pa den uafhaengige variabel; herefter skal man skrive
endnu et komma efterfulgt af navnet pa den afhaengige variabel. Hvis
man glemmer at gore dette, sd viser programmet en fejlbesked.
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8.2 Lgs begyndelsesvaerdiproblem

Problem

Du gnsker at bestemme Igsningen til et begyndelsesvardiproblem, dvs. at finde

den lgsning til en differentialligning hvis graf gar gennem et bestemt punkt.

Lgsning
Brug kommandoen deSolve, der har formen

deSolve(DIFFERENTIALLIGNING and BEGYNDELSESBETINGELSE, UVAR, AVAR)

hvor UVAR og AVAR star for navnene pa henholdsvis den uafhaengige variabel og

den afhaengige variabel.

Eksempel 8.2.1: Bestem losning til begyndelsesvaerdiproblem

En funktion f er en lgsning til differentialligningen

ay _ ...z
dx Y

og grafen for f gar gennem punktet P(1,5). Bestem en forskrift for f.

Forskriften bestemmes ved hjeelp af kommandoen deSolve:

—10
deSolve(y’' = x-y?and y(1) =5,x,y) » y = E.x2_7

(Bemeerk: | deSolve skal % omskrives til y’, altsa “y maerke”).

Vi omdaber y til f og konkluderer at f er givet ved

-10
I =527

Fejl: For fa argumenter (eller argumentfejl)

Nar man bruger kommandoen deSolve, skal man efter
differentialligningen skrive et komma, og efter kommaet skal man
skrive navnet pa den uafhaengige variabel; herefter skal man skrive
endnu et komma efterfulgt af navnet pa den afhaengige variabel. Hvis
man glemmer at gere dette, sa viser programmet en fejlbesked.
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Eksempel 8.2.2: Bestem losning til begyndelsesvaerdiproblem

| en matematisk model kan udviklingen i antallet af radyr i et bestemt omrade
beskrives ved differentialligningen

dN
P 0,004-N-(100—N)

hvor N betegner antallet af radyr i omradet til tiden ¢ (malt i ar). Det oplyses at
der fra start er 12 radyr i omradet.

Bestem en forskrift for N.

Begyndelsesbetingelsen er her N(0) = 12 fordi der fra start (altsa efter 0 ar) er
12 radyr i omradet. Forskriften bestemmes ved hjeelp af deSolve:

deSolve(n’ = 0.004 - n - (100 — n) and n(0) = 12,t,n)
100. - (1.49182)¢
> =
"= (1.49182)t + 7.33333

Det ses at N er givet ved

100 - 1,49182¢

N(t) =
© 1,49182t + 7,33333
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8.3 Tegn heeldningsfelt

Problem

Du gnsker at tegne et haeldningsfelt for en differentialligning.

Lgsning
| applikationen Grafer: Valg Grafindtastning/Redigér — Differentialligninger og

indtast sa differentialligningen som vist i Eksempel 8.3.1.

Eksempel 8.3.1: Tegn haeldningsfelt

Tegn et haeldningsfelt for differentialligningen % =t+y.

1. Tilfej applikationen Grafer:

= =]
(Bt -| @) 3 -| °F -
] opgave
] side Ctrl+l
QL‘E‘ Beregninger E

|g Geometri

2. Klik p& * og veelg Grafindtastning/Redigér — Differentialligninger. Indtast
herefter differentialligningen som vist nedenfor og tryk ENTER:

Skal matche

—
|

P —
y1 =| x+yl
" (xeylo: : ) 2%

d1

i [

Bemeaerk: Differentialligningen skal omskrives som vist pa billedet!

Tip: Feltoplesning

Nar man tegner et haeldningsfelt i Nspire, sa er feltoplasningen

som udgangspunkt ret grov. Feltoplgsningen kan justeres ved at

klikke pa knappen med de tre prikker (fremhaevet med rgdt pa
s skeermbilledet ovenfor).



8.4 Lgs begyndelsesvaerdiproblem numerisk

Problem

Du @gnsker at lgse et begyndelsesveerdiproblem numerisk (via Eulers metode
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eller Runge-Kutta). Med andre ord: Du gnsker at bruge en numerisk metode til at

bestemme punkter pa en bestemt Igsningskurve.

Lgsning
| applikationen Grafer: Valg Grafindtastning/Redigér — Differentialligninger og

indtast sa differentialligningen og begyndelsesbetingelsen. Se Eksempel 8.4.1.

Eksempel 8.4.1: Los begyndelsesvaerdiproblem numerisk

Brug en numerisk metode til at tegne grafen for den lgsning til
differentialligningen

dy
E—t+y

hvis graf gar gennem punktet P(0, 1).

1. Tilfej applikationen Grafer:

|F Indsaet -

@ el - F -

W opgave

] side Ciri+l

ﬂﬁ" Beregninger i
"

é Geometri

2. Klik p& * og veelg Grafindtastning/Redigér — Differentialligninger. Indtast
herefter differentialligningen og punktets koordinater:

Skal matche

1
v

l '
vl = x+yl
' (Xo,yT0): (O | )/‘?

L 1 J

Punktets koordinater

d1

i ]

Skridtleengden og den numeriske metode kan justeres ved at klikke pa
knappen med de tre prikker (fremhaevet med r@dt pa skeermbilledet).

(Bemeerk at differentialligningen skal omskrives som vist pa skeermbilledet).
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9. Funktioner af to variable (Nspire)

9.1 Definér funktion

Problem

Du ensker at definere en funktion af to variable sdledes at du kan arbejde med

den.

Losning
Skriv funktionsforskriften (med et kolon foran lighedstegnet!) og tryk sa ENTER.

Eksempel 9.1.1: Definér funktion af to variable og bestem funktionsvaerdi

En funktion f af to variable er givet ved

flx,y) = x3 + x%y + y3.
Bestem f(—1,3).

Farst defineres funktionen:
f(x,y) =x3+x%-y+y3» Udlprt

Nu hvor funktionen er defineret, kan man indtaste f(—1, 3) for at bestemme
denne funktionsveerdi:

f(—1, 3) » 29

Det ses at f(—1,3) = 29.
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9.2 Bestem partielt afledede (1. orden)

Problem

Du gnsker at bestemme de partielle afledede (af 1. orden) for en funktion af to

variable.

Lgsning

d ,
Brug matematikskabelonen Eu, der kan tilgas ved at klikke pa .

Eksempel 9.2.1: Bestem partielle afledede (af 1. orden)

En funktion f af to variable er givet ved

flx,y) =x3+ x%y + y3.
Bestem de partielle afledede £/ (x,y) og f, (x,y).

Forst defineres funktionen:
f(x,y) =x3+x?-y+y3 » Udtort
d
Herefter bestemmes de partielle afledede ved hjeelp af skabelonen @
d
— (f(x, >3- x24+2-x-
- (f(x,) y

d
— (f(x, » 3. y% 4+ x?
i (fCoy)) >3-y
Det ses at de partielle afledede med hensyn til henholdsvist x og y er

fi(,y) =3x*+2xy og f,(x,y)=3y*+x?

Tip: Gem partielt afledt til senere brug
Hvis man gerne vil arbejde videre med en partielt afledt, sa er det
en god idé at gemme den under et nyt navn, som vist her:

- fx(x,y) = ;—x (f(x, y)) » Udfgrt
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9.3 Bestem partielt afledede (2. orden)

Problem

Du gnsker at bestemme de partielle afledede af 2. orden for en funktion af to

variable.

Lgsning
Bestem farst de partielle afledede af 1. orden ved at fglge Opskrift 9.1, og

bestem sa hver af disse funktioners partielle afledede af 1. orden.

Eksempel 9.3.1: Bestem partielle afledede af 2. orden

En funktion f af to variable er givet ved
flx,y) = x3 + x%y + y5.
Bestem de dobbeltafledede f;, (x,y) og f;, (x,y) samt den blandede afledede
v ().
xy

Forst defineres funktionen:
f(x,y) =x3+x%-y+y3» Udlprt
Herefter bestemmes de partielle afledede af 1. orden:
a
fx(x,y) = %—x (f(x, y)) Udfart
fy(x,y) = - (f(x,y)) » Udiirt
Endelig bestemmes de dobbeltafledede og den blandede afledede:
d
Cil—x(fx(x,y)) »6-x+2-y
- f , » 6 -
dy( y(x,y)) > 6y

d
@(fx(x,y)) > 2-x

Det ses at

(x,y) = 6x + 2y, vy (X,Y) = 6y, oy (X, Y) = 2x.
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9.4 Bestem tangentplan

Problem

Du @nsker at bestemme en ligning for en tangentplan i et bestemt punkt pa

grafen af en funktion af to variable.

Lgsning

Udfyld den generelle ligning for en tangentplan (formel (196) i formelsamlingen):
z=20+tp - (x=x) +q-(y—Yo)

hvor punktets koordinatsaet er (xo, o, 2p), 08 P = fx (X0, ¥0), @ = fy (%0, ¥0)-

Eksempel 9.4.1: Bestem ligning for tangentplan

En funktion f af to variable er givet ved

floy) =x*y—2x—y.
Bestem en ligning for tangentplanen til grafen for f i punktet P(1,2, f(1,2)).

Forst defineres funktionen:
f(x,y) =x?-y—2-x—y » Udiprt

Herefter udfyldes den generelle tangentplanligning med x, = 1 og y, = 2:

x0:=1»1
yo:=2» 2
z0 = f(x0,y0) » —2
d
p ’=a(f(x,y))|x=x0 andy =y0 » 2

d
q = @(f(X,y))Ix =x0andy =y0 » 0

z=20+p- (x—x0)+q- (y—y0)»z=2-x—4
Det ses at tangentplanen til grafen for f i punktet P(1,2, f(1,2)) er givet ved
z = 2x —4.




o171

9.5 Bestem stationzere punkter

Problem

Du gnsker at bestemme eventuelle stationaere punkter for en funktion af to

variable.

Lgsning
Bruge solve til at Iase ligningssystemet £, (x,y) = 0 og f, (x,y) = 0.

Eksempel 9.5.1: Bestem stationare punkter

En funktion f af to variable er givet ved
flx,y) =x*+y*—4xy + 1.
Bestem eventuelle stationaere punkter for f.

Forst defineres funktionen:
fx,y) =x*+y*—4-x-y+1 > Udlprt

(Bemaerk: Man bliver ngdt til at skrive "x - y" i stedet for blot "xy", dvs. man
bliver ngdt til at skrive det implicitte gangetegn der star mellem x og y, for
ellers misforstar Nspire forskriften).

Herefter lgses ligningssystemet f,/(x,y) = 0 og f; (x,y) = 0 (Opskrift 2.2):

d d
solve (a (f(x, y)) = 0 and E(f(x, y)) =0, x, y)

»x=—landy=—-1lorx=0andy=0orx=1andy =1

Det ses at f har tre stationare punkter, nemlig (—1,—-1), (0,0) og (1, 1).
(Punkternes z-koordinater kan findes ved at indsaette hvert koordinatsaet i f).
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9.6 Bestem art af stationeert punkt

Problem
Du kender et stationaert punkt (x,, y,) for en funktion af to variable f(x,y) og
gnsker at bestemme arten af dette stationaere punkt, altsa undersege om det er

et lokalt maksimum, lokalt minimum eller et saddelpunkt.

Lgsning

Bestem tallene

7= fex(X0,Y0), S = fiy(X0,¥0), t = fy3(X0,¥0)
ved at bruge Opskrift 9.3. Brug herefter formel (198)-(201) i formelsamlingen:
e Hvisr-t—s%>0o0gr <0,saerpunktet et lokalt maksimum.
e Hvisr-t—s?>0o0gr>0,saerpunktet et lokalt minimum.
e Hvisr-t—s?<0,saerpunktet et saddelpunkt.

e Hvisr-t—s?=0,saerarten af punktet ubestemt.

Eksempel 9.6.1: Bestem art af stationaert punkt

En funktion f af to variable er givet ved
fle,y) =x*+y*—4xy + 1.
Det oplyses at (0,0, f£(0,0)) er et stationaert punkt for f.

Bestem arten af dette stationaere punkt.

1. Definér fgrst funktionen (Opskrift 9.1):
f(x,y) =x*+y*—4-x-y+1 > Udiprt

(Bemaerk: Man bliver ngdt til at skrive "x - y" i stedet for blot "xy”, dvs. man
bliver nadt til at skrive det implicitte gangetegn der star mellem x og y, for
ellers misforstar Nspire forskriften).

2. Bestem de partielle afledede af 1. orden (Opskrift 9.2):
d
fx(x,y) = E(f(x, y)) » Udtort

d
fy(x,y) : E(f(x,y)) » Udtgrt

3. Bestem de partielle afledede af 2. orden (Opskrift 9.3):
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fxx(x,y) = ;—x(fx(x, y)) » Udtprt
fxy(x,y) = %(fx(x, y)) » Udfrt

d
fyy(r,y) = o~ (fy(x,y)) » Udfort
4. Bestem tallene

r=fu(X0¥0), 5= foy(oyo),  t=fyy(x0,¥0)

hvor x, og y, betegner hhv. x- og y-koordinaten til det stationaere punkt.
| dette eksempel undersgges punktet (0,0, £(0,0)), sd x, = 0 0g y, = 0.
r:= fxx(0,0) » 0
s := fxy(0,0) » —4
t = fyy(0,0) » 0

5. Bestem tallet r - t — s2.
r-t—s?» —16

6. Brug nu formel (198)-(201) i formelsamlingen til at drage en konklusion:
| dette eksempel er r - t — s? < 0, sa vi kan konkludere at punktet er et
saddelpunkt.
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9.7 Tegn graf for funktion af to variable

Problem

Du gnsker at tegne grafen for en funktion af to variable.

Lgsning
Tilfgj applikationen Grafer, klik p& *%, veelg Vis —» 3D-graftegning og indtast s&

funktionsforskriften.

Eksempel 9.7.1: Tegn graf for funktion af to variable

En funktion f af to variable er givet ved
fle,y) =x*+y*—4xy + 1.
Tegn grafen for funktionen.

1. Tilfej applikationen Grafer ved at klikke pa
&

= lIndscet — Grafer

2. | Grafer: Klik pa %, veelg Vis » 3D-graftegning og indtast sa forskriften:

zl  (xY) = | x4y d-t x4l

3. Indstil evt. akserne ved at klikke p& * og veelge Omrdde/zoom —

Omradeindstillinger og efterfelgende pa Omrdde/zoom — Hajde/breddeforhold.

Tip: Finkornet graf

Som udgangspunkt kan grafen godt fremsta grovkornet. Ved at

hejreklikke pa grafen og vaelge Attributter kan man gere graftegningen
E mere finkornet: Dette opnas ved at indtaste en hgjere vaerdi i hver af de

firkanter der vises i menuen som dukker op.



9.8 Bestem gradient

Problem

Du gnsker at bestemme en gradient for en funktion af to variable.

Lgsning
Gradienten for en funktion f(x,y) af to variable er givet ved
fi (x, y))
Vf(x,y) =
fx,y) <fy,(x’ 0

(se formel (195) i formelsamlingen). Man skal altsa bestemme de partielle

afledede af 1. orden, jf. Opskrift 9.2.
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Eksempel 9.8.1: Bestem gradient

En funktion f af to variable er givet ved

fGry) =x?y —2x—y.
a) Bestem gradienten Vf(x,y).
b) Bestem Vf(1,2), altsa gradienten for f narx =1ogy = 2.

Farst defineres funktionen:

f(x,y)=x%-y—2-x—vy > Udiprt

gradf(x,y) = [:—x (f(x, ) ; ;—y(f(x, y))] » Udfprt
gradf(x,y) » [*577]

Gradienten er altsa

vf(xy) = (2;2}]—_ 12>

b) Gradienten Vf(1,2) bestemmes ved at indsaette x =1 og y = 2:

gradf(1,2) » [3]

Gradienten for f ndrx =1o0gy = 2 er altsa

o= (2

a) Gradienten er vektoren bestaende af de partielle afledede af 1. orden:
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9.9 Tegn graf for funktion af to variable (GeoGebra)

Problem

Du gnsker at tegne grafen for en funktion af to variable i GeoGebra.

Lgsning
| GeoGebra: Abn vinduet 3D Grafik:

Fil Rediger Vis Indstillinger Veerkia] Vindue Hjzlp

% y . Algebravindue Ctrl+Shift+4
® " Regneark Ctrl+Shift+S
b Algebravil %= CAS3 Ctrl+Shift+K
@ Tegneblok Ctrl+Shift+1

@ Tegneblok2 Ctrl+Shift+2

M 3D Grafik Ctri+Shift+3
Konstruktionsbeskrivelse Ctri+Shift+L

Indtast derefter funktionens forskrift i inputlinjen.

Eksempel 9.9.1: Tegn graf for funktion af to variable (GeoGebra)

En funktion f af to variable er givet ved
fle,y) =x*+y*—4xy + 1.
Tegn grafen for funktionen sammen med punktet P(1, 1, f(1,1)).

Abn vinduet 3D Grafik som vist ovenfor, og indtast sa funktionsforskriften i
inputlinjen.

€7 GeoGebra Classic 5 - [m] X

Fil Rediger Vis Indstillinger Veerktgj Vindue Hjeelp Log ind...

’A./ \\b Cbé -‘-»A_ @ K;V,'_ABCcQ:

» Algebra vindue X | » 3D Grafik

Input: f(x, y) = xA4 + yA4 - Ax*y + 1| a

Indtast herefter punktet i inputlinjen: P = (1, 1, f(1, 1))
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10. Ugrupperet data (Nspire/WordMat)

10.1 Bestem frekvenser

Problem

Du gnsker at bestemme frekvenserne for et ugrupperet dataseet.

Lgsning

Brug applikationen Lister og Regneark som vist i Eksempel 10.1.1.

Eksempel 10.1.1: Bestem frekvenser for ugrupperet datasaet

Tabellen viser karakterfordelingen for en argang pa en lille skole:

Karakter -3 00 02 4 7 10

12

Hyppighed 0 0 2 12 15 15

Bestem frekvensen for hver karakter.

1. Tilfgj applikationen Lister og Regneark:
r  Vindue Hjaelp

@ Indsz=t -~

L]ﬂ Opgave

# side Crl+l
ﬂ‘g" Beregninger

enne visn 1 Grafer

|§ Geometri

' Lister og Regneark

]_| Diagrammer og statistik

®m-E -

Mater

2. Navngiv de tre farste sgjler i regnearket hhv. karakter, hyppighed og
frekvens ved at dobbeltklikke pa den gverste (grd) celle i hver sgjle. Indtast
derefter dataene fra tabellen:
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# |~ karakter|E hyppig...|~ frekvens!
1 -3 0
2 0 0
3 2 2
4 4 12
5 7 15
6 10 15
7 12 6

3. Udregn nu frekvenserne ved at dobbeltklikke i den gra celle under
overskriften frekvens og indtaste hyppighed/sum(hyppighed).

Tip: Decimaltal i stedet for broker

Hvis du gerne vil have frekvenserne vist som decimaltal i stedet
for bregker, sa dobbeltklik pa teksten Indstillinger nederst i Nspire-
vinduet og veelg Beregningstilstand — Tilncermet.

10.2 Bestem kumulerede frekvenser

Problem

Du gnsker at bestemme de kumulerede frekvenser for et ugrupperet datasaet.

Lgsning
Bestem farst frekvenserne som vist i Opskrift 10.1. Navngiv s den fjerde sgjle i
regnearket kum_frek. Dobbeltklik herefter i den gra celle under

sejleoverskriften og indtast cumulativesum(frekvens).
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# |~ karakter E hyppighed © frekvens 0 kum_frek

= =hyppighec=cumulativesum(frekvens)
1 -3. 0. 0. 0.
2 0. 0. 0. 0.
3 2 2. 0.04 0.04
4 4. 12. 0.24 0.28
5 7. 15. 0.3 0.58
6 10. 15. 0.3 0.88
7 12. 6. 0.12 1.

Den fremhcevede del af skeermbilledet viser de kumulerede frekvenser.

10.3 WordMat og ugrupperet data

Problem

Du har et ugrupperet dataseet og gnsker at bestemme kumulerede frekvenser,

tegne trappediagram og/eller bestemmme kvartilseet.

Lgsning
Brug knappen Statistik i WordMat:

IMEMSE VIS WordMat

@ I -2 Regression =
3D

M\ Fordelinger -
Statistik

Vis
[=l%
Graf~ Plot~ » o lest~

Graftegning Statistik/sands.

Se Eksempel 10.3.1.

T

Ny
ligning =
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Eksempel 10-2: Behandl ugrupperet data med WordMat

Tabellen viser karakterfordelingen for en argang pa en lille skole:

Karakter -3 00 02 4 7 10 12

Hyppighed 0 0 2 12 15 15 6

Bestem de kumulerede frekvenser, bestem kvartilsaet og tegn et
trappediagram.

1. 1 Word: Klik pa knappen Statistik under fanen WordMat (se ovenfor). Dette
abner en Excel-fil. (Klik pa Excel-ikonet i din programliste hvis Excel-filen ikke
automatisk bliver bragt til forgrunden. Hvis der kommer en dialogboks om
Makroer, sa skal du veelge Med makroer).

2. | Excel-filen er der en tabel med to sgjler, der er navngivet obs og
hyppighed. Indtast dataene fra opgaveformuleringen og tryk sa pa knappen
Kopier til avrige ark:

empier til gvrige ark

Ugruppret optelling

lobs.  |Hyppighed| |t

A=

10
12

0
0
2
12
15
15
B

3. Klik nu pa fanen Ugrup i bunden af Excel-filen; sa far du frekvenser,
kumulerede frekvenser, kvartilsaet, trappediagram mm.




101 1

11. Grupperet data (Nspire/WordMat)

11.1 Bestem frekvenser

Problem

Du gnsker at bestemme frekvenserne for et grupperet dataseet.

Lgsning

Brug applikationen Lister og Regneark som vist i Eksempel 11.1.1.

Eksempel 11.1.1: Bestem frekvenser for grupperet datasaet

Tabellen viser fordelingen af labetiderne i et 10-kilometers lgb

Lebetid (min) 30-35 35-40 40-45 45-50 50-55

Antal lgbere 27 39 54 21 9

Bestem frekvensen for hvert interval.

1. Tilfgj applikationen Lister og Regneark:
r - Vindue Hjzelp

‘@ Indsaet -

‘]ﬂ Opgave

] side Crl+l
d‘g" Beregninger

enne visn 4 Grafer

|§ Geametri

' Lister og Regneark

]_| Diagrammer og statistik

®wmi-B-|f

Mater

2. Navngiv de fire fgrste sgjler i regnearket hhv. nedre, evre, hyppighed og
frekvens ved at dobbeltklikke pa den gverste (gra) celle i hver sgjle. Indtast
derefter dataene fra tabellen som vist:
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® |~ nedre Egvre |Chyppighed D frekvens
1 30 35 27
2 35 40 39
3 40 45 54
4 45 50 21
5 50 55 9

3. Udregn nu frekvenserne ved at dobbeltklikke i den gra celle under
overskriften frekvens og indtaste hyppighed/sum(hyppighed).

Tip: Decimaltal i stedet for broker

Hvis du gerne vil have frekvenserne vist som decimaltal i stedet
for breker, sa dobbeltklik pa teksten Indstillinger nederst i Nspire-
vinduet og veelg Beregningstilstand — Tilncermet.

11.2 Bestem kumulerede frekvenser

Problem

Du gnsker at bestemme kumulerede frekvenserne for et grupperet dataseet.

Lgsning

Brug applikationen Lister og Regneark som vist i Eksempel 11.2.1.

Eksempel 11.2.1: Bestem kumulerede frekvenser for grupperet datasaet

Tabellen viser fordelingen af lgbetiderne i et 10-kilometers lgb

Lgbetid (min) 30-35 35-40 40-45 45-50 50-55

Antal lgbere 27 39 54 21 9

Bestem de kumulerede frekvenser.

1. Tilfgj applikationen Lister og Regneark:
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r  Vindue Hjaelp

B insst | @) o - B -

L]ﬂ Opgave
# side Ctrl+l

ﬂ‘é Beregninger
enne visn 4 Grafer

|g Geometri

' Lister og Regneark

]_| Diagrammer og statistik

Moter
2. Navngiv de fem fgrste sgjler i regnearket hhv. nedre, evre, hyppighed,

frekvens og kumuleret ved at dobbeltklikke pa den @verste (gra) celle i hver
sgjle. Indtast derefter dataene fra tabellen som vist:

® A nedre [Egvre C hyppighed P frekvens |E kumuleret
1 30 35 27
2 35 40 39
3 40 45 54
4 45 50 21
5 50 55 9

3. Udregn nu frekvenserne ved at dobbeltklikke i den gra celle under
overskriften frekvens og indtaste hyppighed/sum(hyppighed).

4. Udregn derefter de kumulerede frekvenser ved at dobbeltklikke i den gra
celle under overskriften kumuleret og indtaste cumulativesum(frekvens).
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® “nedre [Egvre C hyppighed © frekvens |E kumuleret

= =hyppighed =cumulatives
1 30. 35. 27. 0.18 0.18
2 35. 40. 39. 0.26 0.44
3 40. 45. 54. 0.36 0.8
4 45. 50. 21. 0.14 0.94
5 50. 55. 9. 0.06 1.

kumuleret).

De kumulerede frekvenser kan nu ses i sgjle E (den med overskriften

Tip: Decimaltal i stedet for breker
Hvis du gerne vil have frekvenserne vist som decimaltal i stedet
for breker, sa dobbeltklik pa teksten Indstillinger nederst i Nspire-
vinduet og veelg Beregningstilstand — Tilncermet.

11.3 Tegn sumkurve

Problem

Du gnsker at tegne en sumkurve for et grupperet dataseet.

Lgsning

1. Bestem de kumulerede frekvenser ved at falge Opskrift 11.2.

2. Tilfej en raekke averst i regnearket ved at hgjreklikke pa det gra 1-tal i venstre

margen af regnearket og vaelge Indscet reekke:

® ‘A hedre

E av

n 1:Klip 1

2:Kopier

4:Tilpas starrelse

Siindsaet ramkle

Gr5let reekke

7:Farve ¥
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3.1 den nye raekke: Under @vre skal du angive det nedre endepunkt for det farste
interval, og under hyppighed skal du angive 0. Du behgver ikke at udfylde de

andre celler i denne raekke. Dit regneark burde nu se nogenlunde sdledes ud:

® “nedre |[Egvre C hyppighed |© frekvens |E kumuleret

= =hyppighed =cumulatives
1 30. 0. 0. 0.
2 30/ 35. 27. 0.18 0.18
3 35. 40. 39. 0.26 0.44
4 40. 45. 54. 0.36 0.8
5 45. 50. 21. 0.14 0.94
6 50. 55. 9. 0.06 1.

4. Tilfgj applikationen Grafer:

Vindue Hj=elp

‘@ Indsz=t -~

"iﬂ Opgave
I # side Cirl+l
ﬂ‘é Beregninger
—
entet | [ Geometri

=] Lister og Regneark

@@ BB

|l

on
oo L| Diagrammer og statistik

[I:II:I] Moter
:J Vernier DataQuest™

5. | applikationen Grafer: Klik p& # og veelg Grafindtastning/Redigér — Punktplot.
Saet x-vaerdierne til at veere de gvre intervalendepunkter og y-vaerdierne til at
veaere de kumulerede frekvenser:

I:‘ 51 {_‘J:’{—H‘R«TE

+—kumuleret
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6. Indstil nu grafvinduet ved at klikke p& ¢ og vaelge Vindue/Zoom — Indstillinger

for vindue:
Vinduesindstillinger I&

nedre for,farste interval| xmin: [30 |

. 1 .
wvre forsidste interval XMaks: |55 |
SAMIULL i

intervalbredde  X-skala: 5 M
YMin: [0 |
YMaks: |1 |

Y —skala: 32]1 - l
0K | | Annuller |

7. For overskuelighed: Sla gitterlinjer til ved at klikke pa % og veelge Vis — Gitter —
Linjegitter.

8. Til sidst: Klik p& * og veelg Geometri — Punkter og linjer — Linjestykke. Brug dette
veerktgj til at forbinde de indtegnede punkter:

{:uwe,kmuuleret}

0.1
30 55
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11.4 Bestem kvartilsaet

Problem

Du gnsker at bestemme kvartilseet for et grupperet dataseet.

Lgsning
1. Tegn sumkurven for datasaettet ved at felge Opskrift 11.3.

2. | applikationen Grafer: Indtegn grafen for den konstante funktion f; (x) = 0,25
ved at klikke pa # og vaelge Grafindtastning/Redigér — Funktion:

‘n f1(x)=0.25

Indtegn pa tilsvarende vis grafen for f,(x) = 0,50 og for f;(x) = 0,75.

3. Bestem skaeringspunkterne mellem sumkurven og de vandrette linjer fra
forrige trin ved at klikke pa ® og vaelge Geometri — Punkter og linjer -
Skeeringspunkt(er). (Nar veerktgjet er valgt, skal man klikke pa de to objekter som

man vil finde skaeringspunkt mellem.)

4. Hojreklik pa hvert af skaeringspunkterne og vaelg Koordinater og ligninger: x-

koordinaterne til disse skaeringspunkter er datasaettets kvartilseet:

ayre kvarti
44-3)-0-75-) _
f3(x)=0.75
median
(ko-glo-s)
f2(x)=0
nedre kvartil
f1(x)=0.25
|{nv1‘e, kumuler et]l
0.1
30 55
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11.5 WordMat og grupperet data

Problem

Du har et grupperet datasaet og gnsker at bestemme kumulerede frekvenser,

tegne sumkurve og/eller bestemme kvartilseet.

Lgsning
Brug knappen Statistik i WordMat:

IMEMSE VIS WordMat

-2 Regression =
= ()1l
Vis

\_Fordelinger =
Statistik My

Graf - F'Iu:ut'r -  lest™ ligning ~
Graftegning Statistik/sands.

Se Eksempel 11.5.1.

Eksempel 11.5.1: Behandl grupperet data med WordMat

Tabellen viser fordelingen af lgbetiderne i et 10-kilometers lgb

Lebetid (min) 30-35 35-40 40-45 45-50 50-55

Antal lgbere 27 39 54 21 9

Bestem de kumulerede frekvenser, tegn en sumkurve og bestem kvartilsaet.

1. 1 Word: Klik pa knappen Statistik under fanen WordMat (se ovenfor). Dette
abner en Excel-fil. (Klik pa Excel-ikonet i din programliste hvis Excel-filen ikke
automatisk bliver bragt til forgrunden. Hvis der kommer en dialogboks om
Makroer, sa skal du vaelge Med makroer).

2. | Excel-filen er der en tabel med tre sgjler, der er navngivet start, slut og
hyppighed. Indtast dataene fra opgaveformuleringen og tryk sa pa knappen
Kopier til gvrige ark:
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q Kopier til gvrige ark )

RS data Ugruppret optzlling o

Obs. Obs. Hyppighed Start Slut Hyppighed
30 35 27
35 40 39
40 45 54
45 50 21
50 55 9

3. Klik nu pa fanen Grup i bunden af Excel-filen; sa far du frekvenser,

kumulerede frekvenser, kvartilseet, sumkurve m.m.

Grupperede observationer

Deskriptorer

Interval Kvartilsaet BOk‘ipIOt
Fra |Til Hyp. |Frekvens|Kum. Freid Mindste 30
30 35 27| 18% 18%|Medre 36,35
35 40 39| 26% A4%|Median| 40,33
a0| as| sa| 3% sowu|@vre | 22,31
45 a0 21| 14% 94%|Sterste ]
50 ] 9 6% 100%| Obzervatiar Frakril
4] 10 20 30 40 50 60
Middeltal | 40,7
Spredning| 3,540 100% sumkur\'ﬂ
Et tern er 4% Histogram /
75% 4
/
i
S0%
1 i
¥ ¥
i
25% r/: : :
I I I
1 1 1
0% 1 1 1
30 35 40 45 | 50 55 60
Observationer




110 1

12. Binomialfordelingen
(GeoGebra/Nspire)

12.1 Bestem binomialsandsynligheder

Problem

Du kender antalsparameteren og sandsynlighedsparameteren for en
binomialmodel og ensker at udregne sandsynligheden for at fa et bestemt antal

succeser.

Lgsning

Abn sandsynlighedslommeregneren i GeoGebra:

Fil Rediger Vis Indstillinger Veerkts] Vindue Hjselp

Algebravindue Ctrl+Shift+A

% ™" Regneark Ctrl+Shift+S
mlx CAS Cirl+Shift+K
m@ Tegneblok Cirl+Shift+1
@ Tegneblok2 Ctrl+Shift+2

& 3D Grafik Ctrl+Shift+3

_ Konstruklionsbeskrivelse Ctrl+Shift+L

. Sandsynlighedslommeregner Cirl+Shifi+F

Velg Binomial fra dropdown-menuen (@), indtast antalsparameteren n og
sandsynlighedsparameteren p (@) og brug sa tabellen i hgjre side eller

omradevalgeren nederst i vinduet (€)). Se eksemplerne nedenfor.

%7 Sandsynlighedslommeregner - [m} X
D c
R > o
M YA 2
Fordeling Statistik

k P(X:K)e
8 | 01201 |~
9 | 0.1602
10 | 0.1762
11| 0.1602
12 | 0.1201
13 (0.0739
14 | 0.037
15| 0.0148
15 20 16 | 0.0046
p=10 o=22361 |17[00011 |,

] 5

/| Binomial ~ 6

" o o
18(E
(3 <X= h=
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Eksempel 12.1.1: Bestem punktsandsynlighed

En zerlig sekssidet terning kastes 60 gange.

Bestem sandsynligheden for at den viser & i netop 10 af kastene.

Der er tale om et binomialeksperiment, hvor “succes” er at terningen viser B,
og “fiasko” er at den viser noget andet.

Antalsparameteren er n = 60, og sandsynlighedsparameteren er p = % Dette
indtastes i GeoGebras sandsynlighedslommeregner:

Fordeling  Statistik

k  PX=k)

9 (01343 |~
10 [ 0137

11 [ 01246

" 20 30 40 50 12 0.1018
p=10.002 g=2ga7 | 1300752 |

/" Binomial ~
n G0 p 01667
1ET E
P10 =X =< |10 y= 0.137

Fra tabellen i hajre side af vinduet kan man aflaese at sandsynligheden for at fa
netop 10 succeser er 0,137 altsa 13,7%.

Eksempel 12.1.2: Bestem punktsandsynlighed

En stokastisk variabel X er binomialfordelt, X ~ b(30,0.1).

Bestem P(X = 5).

Parametrene indtastes i sandsynlighedslommeregneren:

Fordeling  Statistik

k  PX=kK)
4 | 01771 Ly
’ 10 20 5 | 01023
H=3 o=16432 6 | 0.0474 | w
/7| Binomial w
n 30 p 01

Fra tabellen i hgjre side kan man afleese at P(X = 5) = 0,1023 altsa 10,23%.
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Eksempel 12.1.3: Bestem intervalsandsynlighed

En erlig sekssidet terning kastes 60 gange.

Bestem sandsynligheden for at den viser i 10, 11 eller 12 af kastene.

Der er tale om et binomialeksperiment, hvor “succes” er at terningen viser &,

og “fiasko” er at den viser noget andet.

Antalsparameteren er n = 60, og sandsynlighedsparameteren er p = %. Dette
indtastes i GeoGebras sandsynlighedslommeregner og sd vaelges intervallet

10<X <12:

%% Sandsynlighedslommeregner — O >
Tl | A2 =
Fordeling  Statistik
Kk PH=K
10| 0137 L]
11| 0.1246
20 40
12| 01018
p=10.002 6=2887 [ 1|y
_/7| Binomial ~
n |60 p 01667
1
P10 =H=12 1=0.3634

Sandsynligheden for at fa 10, 11 eller 12 succeser ses at vaere 0,3634 altsa

36,34%.
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Eksempel 12.1.4: Bestem intervalsandsynlighed

En stokastisk variabel X er binomialfordelt, X ~ b(30,0.1). Bestem P(X < 3).

Parametrene indtastes i sandsynlighedslommeregneren og sa bruges
vaerktgjet Venstresidet (fremhaevet med rgdt):

Fordeling  Statistik

Kk PH=k
L (LRVE a3 ~
1 01413
' 10 20 2 | 02277
u=3 0=16432 |3 |02361 |v
/7| Binomial v
n 30 p 0.1
BlaE
P(X= 3 )= |0.6474

Det ses at P(X < 3) = 0,6474 altsa 64,74%.

Eksempel 12.1.5: Bestem intervalsandsynlighed

En stokastisk variabel X er binomialfordelt med antalsparameter 30 og
sandsynlighedsparameter 0,1.

Bestem P(X = 5).

Parametrene indtastes i sandsynlighedslommeregneren og sa bruges
veerktgjet Hgjresidet (fremhaevet med radt):

Fordeling  Statistik

k- PE=k)
EIRRY “
28

0
10 Z0 290
=3 o=1.6432 300

/7 Binomial v

n 30 p 01
1610

P[5 =X )= [0.1755

Det ses at P(X = 5) = 0,1755 altsa 17,55%.
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Eksempel 12.1.6: Bestem intervalsandsynlighed

En stokastisk variabel X er binomialfordelt med antalsparameter 30 og

sandsynlighedsparameter 0,1.

Bestem P(4 <X < 7).

Parametrene indtastes i sandsynlighedslommeregneren og sa valges

intervallet4 <X < 7:

Fordeling ~ Statistik

Kk PH=K
4 wiirsi A
5 | 01023
10 20 6 | 0.0474
u=3 o0=16432 |7 |0018 |w
/7| Binomial o
n 30 p 01
1EE
P 4 «X=|7 )= 0.3448

Det ses at P(4 < X < 7) = 0,3448 altsa 34,48%.
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12.2 Udfer binomialtest

Problem

Du gnsker at udfgre et enkeltsidet eller tosidet binomialtest.

Lgsning
Abn sandsynlighedslommeregneren i GeoGebra:

Fil Rediger Wis Indstillinger Veerkis] Vindue Hjslp

Algebravindue Ctrl+Shift+A

% " Regneark Ctrl+Shift+5
W x= CAS Ctrl+Shift+K
m @ Tegneblok Crl+Shift+1
i Tegneblok2 Ctrl+Shift+2

& 3D Grafik Ctrl+Shift+3

... Konstruktionsbeskrivelse Ctrl+Shift+L

2. Sandsynlighedslommeregner Ctri+Shift+P

Veelg Binomial fra dropdown-menuen (@), indtast sandsynlighedsparameteren p
fra nulhypotsen samt antalsparameteren n (@) og bestem sa den kritiske

mangde vha. den venstresidede og/eller hgjresidede omradevaelger (€)).

'Y GeoGebra Classic 5 - O *

Fil Rediger Vis Indstillinger Vaerkte] Vindue Hjalp Logind. ..

M g A P
Fordeling  Statistik

k PX=k
9 |0.1602 |a
10 | 0.1762 q
10 15 20 11| 0.1602
W=10 0=22361 [12]0.1201 v
/| Binomial w o
n p (2]
HUE O
P(X =< )=

Se Eksempel 12.2.1 (venstresidet), 12.2.2 (hgjresidet) og 12.2.3 (tosidet).
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Eksempel 12.2.1: Venstresidet binomialtest

Et supermarked bestiller tomater fra en leverandar der lover at mindst 90% af
alle tomaterne er ufordaervede nar de nar frem til supermarkedet.
Supermarkedets medarbejdere udtager en tilfaeldig stikpreve pa 40 tomater
fra en ny stor forsendelse og konstaterer at kun 29 af dem er ufordaervede.

Udfer et venstresidet binomialtest pa signifikansniveau 5% af nulhypotesen

H,: 90% af tomaterne er ufordcervede.

Antalsparameteren n = 40 og sandsynlighedsparameteren p = 0,90 indtastes i
sandsynlighedslommeregneren, og sa bruges vaerktejet Venstresidet til at finde
det storste tal k der opfylder at P(X < k) < 5%:

Fordeling  Statistik

k  PH=K)
30 | 0.0036 ~
31| 0.0104
10 20 3 32 | 0.0264
=36 0=11.84874 23 | 0057 | W
/7| Binomial v
n 40 p 049
HIEE
P(X = |32 )= 0.0419

Heraf fremgar det at den kritiske maengde er {0, 1,2, ..., 32}. Det observerede
udfald pa 29 ligger i den kritiske maengde; sa nulhypotesen kan forkastes.

Tip: Venstresidet binomialtest

Hvis signifikansniveauet i stedet havde veaeret pa fx 1% i eksemplet
ovenfor, sa havde man i stedet skulle finde det stgrste tal

k der opfylder at P(X < k) < 1% (“den kritiske veerdi”).

Dﬁh kriticke

veerd;
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Eksempel 12.2.2: Hojresidet binomialtest

En 6-sidet terning mistaenkes for at favorisere udfaldet E. Terningen kastes 60
gange og viser B i 15 af kastene.

Udfer et hgjresidet binomialtest pa signifikansniveau 5% af nulhypotesen

H,: Sandsynligheden for at terningen viser & er %

Antalsparameteren n = 60 og sandsynlighedsparameteren p = : indtastes i
sandsynlighedslommeregneren, og sa bruges veerktejet Hajresidet (fremhaevet
med rgdt) til at finde det mindste tal k der opfylder at P(X > k) < 5%:

Fordeling Statistik

Kk PX=k)
14 | 0.0505 |~
15 | 0.031
20 40 16 | 0.0174
u=10002 6=2887 [ 170008 |v
_/7|| Binomial W
n |60 p 01667
1 H1H
P( 16 <X)= 00339

Heraf fremgar det at den kritiske maengde er {16,17,18, ...,60}. Det
observerede udfald pa 15 ligger ikke i den kritiske maengde; sa nulhypotesen
kan ikke forkastes.

Tip: Hojresidet binomialtest
Hvis signifikansniveauet i stedet havde veeret pa fx 1% i eksemplet
ovenfor, sd havde man i stedet skulle finde det mindste tal
k der opfylder at P(X = k) < 1% (“den kritiske veerdi”).

Den kriticke

veerdy
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Eksempel 12.2.3: Tosidet binomialtest

En mgnt mistaenkes for at vaere uaerlig. Mgnten kastes 100 gange og viser
krone i 65 af kastene.

Udfer et dobbeltsidet binomialtest pa signifikansniveau 5% af nulhypotesen

H,: Sandsynligheden for at mgnten viser krone er %

Antalsparameteren n = 100 og sandsynlighedsparameteren p = > indtastes i
sandsynlighedslommeregneren, og sa bruges vaerktejerne Venstresidet og
Hgjresidet (fremhavet med redt) til at finde det starste tal k, der opfylder at
P(X < k,) < 2,5% og det mindste tal k, der opfylder at P(X = k;) < 2,5%:

Fordeling  Statistik Fordeling  Statistik
Kk PH=K k  PX=k
38 00045 |a 60 |0.0108 [~
39 | 0.0071 61 | 0.0071
o 0 o 40 |0.0108 0 0 62 |0.0045
=50 o0=5 41 [p.0159 |¥ =50 o=5 [g3 |po027 | ¥
_/7| Binomial ~ _/"| Binomial ~
n 100 p (05 n |100 p |05
B E 1/H[H
P(X= |30 )= 0.0176 P61 =X )= |0.0176

Heraf fremgar det at den kritiske mangde er
K ={0,1,2,..,39} U {61,62,63, ...,100}.

Det observerede udfald pa 65 ligger i den kritiske maengde; sa nulhypotesen
kan forkastes.

Tip: Dobbeltsidet binomialtest
Hvis signifikansniveauet i stedet havde veaeret pa fx 1% i eksemplet
ovenfor, sa havde man i stedet skulle finde
e det storste tal k; der opfylder at P(X < k;) < 0,5%
e det mindste tal k, der opfylder at P(X = k,) < 0,5%
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12.3 Bestem konfidensinterval for parameter

Problem

Du gnsker at bestemme et 95% konfidensinterval for en populationsparameter

ud fra en stikpreveundersggelse.

Lgsning

Brug formel (255) i formelsamlingen:

: p-(1-p) . p-(1—p)
I e

hvor n er antal elementer i stikprgven, og p er stikpreveandelen.

Eksempel 12.3.1: 95% konfidensinterval for populationsparameter

Et supermarked modtager et meget stort parti appelsiner fra en leverander.
Supermarkedets medarbejdere udtager en tilfeeldig stikprgve pa 50 appelsiner
og konstaterer at 10 af dem er darlige.

Bestem et 95% konfidensinterval for andelen af darlige appelsiner i partiet.

Stikprevestarrelsen n = 50 og stikprgveandelen p = ;—g indtastes i Nspire:

n: =50 » 50
10 1
P=1"5

Herefter bestemmes den statistiske usikkerhed u = 2 - /@, og sa
bestemmes konfidensintervallet:
p-(1-p)

u:=2- > 0.113137
n

[p—u,p+u] » [0.086863 0.313137]

Det ses at [0,08686; 0,3131] er et 95% konfidensinterval for andelen af darlige
appelsiner i partiet.
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13. Regression (Nspire)

13.1 Udfgr regression

Problem

Du gnsker at bestemme (konstanterne i) en funktionsforskrift ud fra tabeldata.

Lgsning
Ferste trin er at indtaste de oplyste data i applikationen Lister og Regneark.
Derefter skal du finde ud af hvilken slags model der er tale om. Dette kan du

afgere ved at se pa den forskrift du har faet oplyst:

Lineaer Eksponentiel Potens
y=ax+b y=b-a* y=b>b-x“
f(x)=ax+b f(x)=b-a* f(x)=»b x°

Til sidst skal du veelge enten lineaer regression, eksponentiel regression eller

potensregression (afhaengigt af hvilken model der er tale om).

Eksempel 13.1.1: Udfer regression

Man har malt sammenhgrende veerdier af to sterrelser x og y og
sammenfattet malingerne i en tabel:

X 83,0 81,5 79,1 78,2 76,0 75,5

y 6,48 6,42 6,28 6,22 6,20 6,15

| en model kan sammenhangen mellem x og y beskrives ved y = ax + b.

Benyt tabellens data til at bestemme tallene a og b.

1. Tilfej applikationen Lister og Regneark ved at klikke pa

ol Indscet — Lister og Regneark.

2. Navngiv to sgjler i regnearket ved at dobbeltklikke pa den gverste (grd) celle
i hver sgjle og indtaste et passende navn.

3. Indsaet dataene tabellen i de navngivne sgijler:
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"f-'\.)-(_ESy(
1 83. 6.48
2 81.5 6.42
3 79.1 6.28
4 78.2 6.22
3 76. 6.2
6 75.5 6.15

(Se Appendiks 1 for hjeelp til at kopiere data fra Excel til Nspire).

4. Tilfaj applikationen Diagrammer og statistik ved at klikke pa

el Indsaet — Diagrammer og statistik.

5. | Diagrammer og statistik: Klik pa x-aksen og vaelg navnet pa den sgijle i
regnearket der indeholder veerdierne af den uafhaengige variabel. Klik derefter

pa y-aksen og vaelg navnet pa den sgjle der indeholder veerdierne af den
afhaengige variabel:

Paskrift: x
o
0
T
§ @52
o @315 | @55
E .T()
= @79
o
o
—
—=
-~ @33
4 2:y
) | Kiik for at tilfje variabel

5. Inden man kan ga videre skal man finde ud af hvilken slags regression der
skal udfgres. | dette eksempel skal man udfgre lineaer regression fordi den
oplyste model har formen y = ax + b.
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6. For at udfare linezer regression skal man klikke p& * og vaelge Undersag data
— Regression — Vis linecer (mx+b). Herefter bliver tendenslinjen indtegnet, og
programmet viser dens forskrift:

6.50
6.44

6.381

> 6.321]
@
y =0.043141 x+2.88853

6.261

6.20-

6.14-

X

Fra skeermbilledet kan man aflaese at a = 0,043141 og b = 2,88853.

En fejl der ofte bliver begaet i opgaver om regression:
Man taster x-veerdierne forkert ind fordi man glemmer at
naerlaese opgaveteksten. (Eksempel: Man indtaster arstal som
2004, 2005, 2006 osv. selvom de ifglge opgaveteksten bar
indtastes som 0, 1, 2 osv. - altsa som antal ar efter 2004).




13.2 Tegn residualplot
Problem

Du @nsker at tegne residualplottet hgrende til en tendenslinje.

Lgsning

Udfer farst regression ved at fglge Opskrift 13.1. | applikationen Diagrammer og

statistik: Klik s& p& # og veelg Undersag data — Residualer — Vis residual plot.

Tip: Modelkontrol via residualplot

| residualplottet bgr punkterne ligge tilfeeldigt fordelt omkring 0

(se figur 1 nedenfor). Hvis punkterne afviger fra 0 pa en

systematisk made (fx ved at folge et parabelmgnster som i figur 2
S nedenfor), sa er det tegn pa at den anvendte regressionsmodel

ikke er anvendelig.

1.54 o ¢

Residual

0.0 o M e

b o
4 o ° ° ®e ° -] .. .‘. ..
~1.51 A e o °
J e ©

Figur 1: Punkterne i residualplottet ligger tilfeeldigt fordelt omkring 0. Hvis

modellen er anvendelig, bar residualplottet se nogenlunde sdledes ud.

Residual
°s
o
o
&

o ° o0 i
] 0’. o"t. . . °, ® 0o, 0
o %2 ° % 0p © 000 °
| %° 00 0g0,, had
-6 { ° ° ° .

Figur 2: Punkterne i residualplottet fglger et tydeligt parabelmgnster. Dette

indikerer at modellen ikke er anvendelig da modelvaerdierne afviger
systematisk fra de observerede vaerdier.
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13.3 Bestem residualspredning

Problem

Du gnsker at udregne residualspredningen hgrende til en tendenslinje.

Lgsning
Udfer farst regression ved at fglge Opskrift 13.1. Beregn derefter

residualspredningen ved at indtaste fglgende (fx i applikationen Noter):

sum(stat.Resid?)
count(stat.Resid) — 2

Herved beregnes residualspredningen, der ifalge formelsamlingen er givet ved

2 + 124 41,2

n—2

S =

hvor n er antallet af malinger (punkter), og r; er residualet hgrende til punkt i.

Tip: Modelkontrol via residualspredning

Residualspredningen bgr veere “lille” sammenlignet med
(gennemsnittet af) de observerede vaerdier. For at undersgge om
dette er opfyldt bgr man udregne hvor stor en procentdel
residualspredningen udggr af gennemsnittet af de observerede
veerdier. Se Eksempel 13.2.1.

Eksempel 13.2.1: Modelkontrol for regression

Man har malt sammenhgrende veerdier af to starrelser x og y og
sammenfattet malingerne i en tabel:

X 83,0 81,5 79,1 78,2 76,0 75,5

y 6,48 6,42 6,28 6,22 6,20 6,15

| en model kan sammenhangen mellem x og y beskrives ved y = ax + b.

Benyt residualplottet og residualspredningen til at vurdere modellens
anvendelighed til at beskrive udviklingen.

Sammenhangen y = ax + b er lineaer, sa farst udfgres der lineaer regression
som beskrevet i Opskrift 13.1. Derefter tegnes residualplottet som beskrevet i
Opskrift 13.2. Endelig beregnes residualspredningen som beskrevet ovenfor,
og den divideres sa med gennemsnittet af y-vaerdierne:
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er B yer o] D E
2 81.5 6.42
3 79.1 6.28
4 78.2 6.22
5 76 6.2
6 75.5 6.15

Residualspredning:

sum(stat.Resid 2)
count (stat. Resid) -2
| forhold til gennemsnit:

S=

> 0.004811
mean(yer)

» 0.030267

yer

Residual

6.50

6.44

6.38

6.32

6.26

6.20

6.14

v =0.043141- 1+2.88853

0.04

0.02

0.00

-0.02+

-0.04+

77

78

79
xer

80

81

82

| residualplottet ligger punkterne tilfeeldigt fordelt omkring 0 og felger ikke
noget mgnster/system. Derudover er residualspredningen meget lille (ca.

0,48%) i forhold til (gennemsnittet af) y-veerdierne. Der er altsa intet der tyder

pa at modellen ikke er anvendelig.

83
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14. Normalfordelingen

14.1 Tegn graf for teethedsfunktion (GeoGebra)

Problem

Du @nsker at tegne grafen for teethedsfunktionen for en normalfordelt stokastisk

variabel X ~ N(u, o), hvor du kender middelvaerdien u og spredningen o.

Losning

Abn sandsynlighedslommeregneren i GeoGebra:

Fil Rediger Vis Indstillinger Veerkis] Vindue Hjzelp

©  Algebravindue Cirl+Shift+A

% " Regneark Ctrl+Shift+S
W I cas Ctrl+Shift+K
Fordeling @. Tegneblok Ctrl+Shift+1
@i Tegneblok 2 Ctrl+Shift+2

&y 2D Grafik Cirl+Shift+3

. Konstruktionsbeskrivelse Ctrl+3Shift+L

. sandsynlighedslommeregner Cirl+Shift+P

Veelg Normal fra dropdown-menuen (@) og indtast middelveerdien u samt

spredningen o (@). Sa vises grafen for taethedsfunktionen (den klokkeformede

kurve).
€7 Sandsynlighedslommeregner - O X
- =
TIAE =

Fordeling  Statistik

/| Normal v o
" 0 (2]
4 HE

P( == )=
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14.2 Tegn graf for fordelingsfunktion (GeoGebra)

Problem

Du gnsker at tegne grafen for fordelingsfunktionen for en normalfordelt

stokastisk variabel X ~ N(u, o), hvor du kender parametrene u og o.

Lgsning

Abn sandsynlighedslommeregneren i GeoGebra:

Fil Rediger Vis Indstillinger Veerkis] Vindue Hjzelp

Algebra vindue Ctrl+Shift+A

% " Regneark Ctrl+Shift+S
W x= CAS Ctrl+Shift+K
m r} Tegneblok Ctrl+Shift+1
@i Tegneblok 2 Ctrl+Shift+2

& 2D Grafik Ctrl+Shift+3

. Konstruktionsbeskrivelse Ctrl+3Shift+L

& sandsynlighedslommeregner Ctri+Shift+P

Velg Normal fra dropdown-menuen (€)), indtast middelvaerdien u samt
spredningen o (@) og klik sa pa ikonet -/ (€)). Sa vises grafen for

fordelingsfunktionen (den har form som kurven pa knappen ).

¥ Sandsynlighedslommeregner — O *

= p

R "
A B

Fordeling  Statistik
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14.3 Bestem sandsynligheder (GeoGebra)

Problem

Du kender middelvaerdien og spredningen for en normalfordelt stokastisk
variabel X ~ N(u, o), og du gnsker at finde sandsynligheder som P(X < a),
P(X = a)eller P(a < X < D).

Lgsning

Abn sandsynlighedslommeregneren i GeoGebra:

Fil Rediger Vis Indstillinger Veerkts] Vindue Hjselp

Algebravindue Ctri+Shift+A

[% ™" Regneark Ctrl+Shift+S
Wlx CAS Ctrl+Shift+K
W@ Tegneblok Cirl+Shift+1
@ Tegneblok2 Ctrl+Shift+2

& 3D Grafik Ctrl+Shift+3

_ Konstruklionsbeskrivelse Ctrl+Shift+L

. Sandsynlighedslommeregner Cirl+Shifi+P

Veelg Normal fra dropdown-menuen (€)), indtast middelveaerdien u samt
spredningen o (@) og brug sa omradevaelgeren nederst i vinduet (€)).
Se Eksempel 14.3.1.

7 Sandsynlighedslommeregner - O *

= P

% @ Tx
[ :

Fordeling  Statistik

/7 Marmal ~ 0
H a 8
1HE (3]

P(

12
b4
I
1
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Eksempel 14.3.1: Bestem sandsynlighed i normalfordeling

En bestemt slags musli seelges i poser. Pa hver pose star der “750 gram”, men
vaegten varierer faktisk en lille smule fra pose til pose.

Det antages at vaegten af hver pose er normalfordelt med middelveerdi 750
gram og spredning 10 gram. Bestem under denne antagelse sandsynligheden
for at en tilfeeldigt valgt pose

a) vejer mindre end 730 gram
b) vejer mere end 760 gram
c) vejer mellem 745 gram og 755 gram

Der er tale om en normalfordeling med middelvaerdi u = 750 og spredning o =
10. Disse oplysninger indtastes i GeoGebras sandsynlighedslommeregner, og
spergsmal a) besvares sd ved at bestemme sandsynligheden P(X < 730):

%% Sandsynlighedslommeregner — O *

R

A
Fordeling ~ Statistik

i

27 Marmal o

750 a 10
HIE(E

P{X= 730 )= 0.0228

Det ses at P(X < 730) = 0,0228. Sa sandsynligheden for at en tilfeeldigt valgt
pose vejer mindre end 730 gram er ca. 2,28%. Tilsvarende besvares spargsmal
b) ved at bestemme sandsynligheden P(X > 760):
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1 H[H

P( 760 =X )= |0.1587
Det ses at P(X = 760) =~ 0,1587. Sa sandsynligheden for at en tilfeeldigt valgt
pose vejer mere end 760 gram er ca. 15,87%. Endelig besvares spgrgsmal c)
ved at bestemme sandsynligheden P(745 < X < 755):
1H|E
P(|745 =X = 755 )= 0.3829
Det ses at P(745 < X < 755) = 0,3829. Sa sandsynligheden for at en tilfaeldigt
valgt pose vejer mellem 745 gram og 755 gram er ca. 38,29%.

14.4 Bestem sandsynligheder (Nspire)

Problem

Du kender middelvaerdien og spredningen for en normalfordelt stokastisk
variabel X ~ N(u, o), og du ensker at finde sandsynligheder som P(X < a),
P(X = a)eller P(a < X < b).

Lgsning
Brug kommandoen normCdf, der har formen
normCdf(a, b, u, o)

Denne funktion beregner sandsynligheden P(a < X < b). Ved atveaelge a = —o
fas P(X < b). Ved at vaelge b = o fas P(X = a).

Eksempel 14.4.1: Bestem sandsynlighed i normalfordeling

En bestemt slags musli saelges i poser. Pa hver pose star der “750 gram”, men
vaegten varierer faktisk en lille smule fra pose til pose.

Det antages at vaegten af hver pose er normalfordelt med middelvaerdi 750
gram og spredning 10 gram. Bestem under denne antagelse sandsynligheden
for at en tilfeeldigt valgt pose

a) vejer mindre end 730 gram
b) vejer mere end 760 gram
c) vejer mellem 745 gram og 755 gram

Der er tale om en normalfordeling med middelvaerdi u = 750 og spredning o =
10. Spergsmal a) kan besvares ved at bestemme sandsynligheden P(X < 730):
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normCdf(—oo, 730, 750,10) » 0.02275

Det ses at P(X < 730) =~ 0,02275. Sa sandsynligheden for at en tilfaeldigt valgt
pose vejer mindre end 730 gram er ca. 2,275%.
Tilsvarende besvares b) ved at bestemme sandsynligheden P(X > 760):

normCdf(760, o, 750,10) » 0.158655

Det ses at P(X = 760) =~ 0,1587. Sa sandsynligheden for at en tilfaldigt valgt
pose vejer mere end 760 gram er ca. 15,87%.

Endelig besvares c) ved at bestemme sandsynligheden P(745 < X < 755):

normCdf(745,755,750,10) » 0.382925

Det ses at P(745 < X < 755) =~ 0,3829. Sa sandsynligheden for at en tilfaeldigt
valgt pose vejer mellem 745 gram og 755 gram er ca. 38,29%.

Eksempel 14.4.2: Bestem intervalgranser sa givet sandsynlighed opnas

En stokastisk variabel X er normalfordelt, X ~ N(0,1).
a) Bestem a > 0 sdledes at P(—a <X <a) =0,5.
b) Bestem mangden af positive tal a sdledes at P(—a < X < a) > 0,5.

Spergsmal a) besvares ved at lgse ligningen P(—a < X < a) = 0,5 mht. a:
solve(normCdf(—a, a,0,1) = 0.5,a)|]a> 0 » a = 0.67449

Det ses at man skal veelge a = 0,6745 for at fa P(—a < X < a) = 0,5. Hvis a >
0,6745, sa daekkes et sterre areal under grafen for teethedsfunktionen, og
sandsynligheden bliver derfor starre end 0,5 (jf. falgende skaermbillede):

7 Sandsynlighedslommeregner - O > 7 Sandsynlighedslommeregner - O X
T A i MBI -
Fordeling  Statistik Fordeling  Statistik

4 2 o0 2 4 4 2 =0 2 4

u=0 o=1 =0 o=1

/| Mormal w 7 Normal -

plo o |4 b0 o |1

1EIE 1EE
P(-06745 |=x= 06745 )= 05 P(l-07 =¥= |07 y= 05161

Svaret pa spargsmal b) ma derfor vaere: alle tal a > 0,6745.
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14.5 Undersgg om data er normalfordelte (Nspire)

Problem

Du @nsker at tjekke om nogle foreliggende malinger kan antages at komme fra

en normalfordeling. | bekraeftende fald ensker du at bestemme (estimere)

normalfordelingens middelveerdi 4 og spredning o.

Lgsning

Lav et normalfordelingsplot for malingerne som vist i de fglgende eksempler.

Eksempel 14.5.1: Tjek om data er normalfordelte (antagelse accepteres)

En bestemt slags musli seelges i poser. Pa hver pose star der “750 gram”, men
vaegten varierer faktisk en lille smule fra pose til pose. Tabellen herunder viser
resultatet af en raekke kontrolvejninger (tallene angiver posernes vaegt i gram).

739,5 741,8 739,8 745,2 747,2 743,9 754,1 743,7
743,2 750,7 757,4 745,1 741,2 7431 756,0 741,8
754,2 729,3 747,2 758,5 745,8 750,8 750,8 745,1

Undersgg om vaegten af poserne med god tilnaermelse kan beskrives ved en
normalfordelt stokastisk variabel X.

1. Tilfej applikationen Lister og Regneark ved at klikke pa

Indscet — Lister og Regneark

Aveedgt_g
1 739.5
2 741.8
3 739.8
4

(Se Appendiks 1 for hjeelp til at kopiere data fra Excel til Nspire).

2. Navngiv den farste sgjle i regnearket (dobbeltklik i den gverste gra celle og
indtast et navn som f.eks. va&gt_g) og kopiér sa dataene over i sgjlen:
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3. Tilfej applikationen Diagrammer og statistik ved at klikke pa

D_I Indscet — Diagrammer og statistik.

| Diagrammer og statistik: Klik pa x-aksen og veaelg navnet pa den sgjle i
regnearket der indeholder dataene.

4. Klik s pa& ¢ og veelg Diagramtyper — Normalfordelingsplot.

2.0
1.0
N
o
5 0.0
- .
5 x—746.475 «— [ (estimat)
6.69473 «—— o (estimat)
-1.0-
=z(1q ®
T T T T T T T T T T T T T T T T T
728 730 732 734 736 738 740 742 744 746 748 750 752 754 756 758 760
vadt_g

5. Kig nu pa normalfordelingsplottet: Hvis punkterne nogenlunde felger en ret
linje (altsa uden systematisk afvigelse), sa kan malingerne antages at stamme
fra en normalfordeling, og middelvaerdien u samt spredningen ¢ kan aflaeses
fra den ligning som programmet viser (se skaermbilledet ovenfor).

| plottet ovenfor falger punkterne nogenlunde en ret linje; sa vaegten af
poserne kan med god tilnaermelse beskrives ved en normalfordelt stokastisk
variabel X ~ N(u, o). Fra ligningen i plottet kan man afleese middelvaerdien p =
746,5 og spredningen ¢ = 6,645 (estimater).

(Hvis punkterne i normalfordelingsplottet afviger systematisk fra en ret linje (se
Eksempel 14.5.2), sa kan det ikke antages at malingerne stammer fra en
normalfordeling).
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Eksempel 14.5.2: Tjek om data er normalfordelte (antagelse forkastes)

Der er givet en raekke malinger fra et eksperiment:

5,97071 5,94286 7,26484 7,375

(Der er i alt 50 malinger, men af pladshensyn vises her kun nogle af dem).

Undersgg om madlingerne kan antages at komme fra en normalfordeling.

Ved at falge fremgangsmaden fra Eksempel 14.5.1 far man felgende
normalfordelingsplot:

Q@
2.0
0]
@
Qo
° Q@
@]
1.0 o ©
Q
0®® x—6.11607
= o 0.465518
5 00
g o
(o]
LL
~1.0
Q@
@
(0}
@
0]
-2.0
(0}
T T T T T T T T T T
56 58 6.0 62 64 66 68 70 72 7.4
VA

Punkterne i plottet afviger systematisk fra en ret linje (de felger snarere et slags
parabelformet megnster). Derfor kan malingerne ikke antages at komme fra en

normalfordeling.
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14.6 Bestem middelvaerdi og/eller spredning (Nspire)

Problem

Du har faet nogle oplysninger om en normalfordelt stokastisk variabel X ~
N(u, o) og ensker at bestemme (eller estimere) middelveerdien u og/eller

spredningen ¢ pa baggrund af disse oplysninger.

Lgsning
Fremgangsmaden afhanger af hvilke oplysninger man har faet. Se eksemplerne

nedenfor.

Eksempel 14.6.1: Bestem middelvaerdi og spredning ud fra dataseet

En bestemt slags musli seelges i poser. Pa hver pose star der “750 gram”, men
vaegten varierer faktisk en lille smule fra pose til pose. Tabellen herunder viser
resultatet af en raekke kontrolvejninger (tallene angiver posernes vaegt i gram).

739,5 741,8 739,8 745,2 747,2 743,9 754,1 743,7
743,2 750,7 757,4 745,1 741,2 7431 756,0 741,8
754,2 729,3 747,2 758,5 745,8 750,8 750,8 745,1

Det antages at vaegten af poserne med god tilnaermelse kan beskrives ved en
normalfordelt stokastisk variabel X ~ N(u, o).

Bestem middelvaerdien u og spredningen o for X.

Felg fremgangsmaden fra Eksempel 14.5.1.

Eksempel 14.6.2: Kendt middelvaerdi, ukendt spredning 1

En stokastisk variabel X er normalfordelt, X ~ N(10,s). Middelvaerdien er 10,
men spredningen s er ukendt.

Bestem spredningen s nar det oplyses at P(5 < X < 15) = 0,9044.

Ligningen P(5 < X < 15) = 0,9044 lgses med hensyn til spredningen s (der altid
er et positivt tal) ved hjzelp af solve og normCdf (Opskrift 14.4):

solve(normCdf(5,15,10,s) = 0.9044,s)|s > 0 » s = 3.00017

Spredningen er altsa ca. 3.
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Eksempel 14.6.3: Kendt middelvaerdi, ukendt spredning 2

En stokastisk variabel X er normalfordelt, X ~ N(10,s). Middelvaerdien er 10,
men spredningen s er ukendt.

Bestem spredningen s nar det oplyses at fordelingsfunktionen F opfylder at
F(8) = 0,0478.

Oplysningen om fordelingsfunktionen betyder at P(X < 8) = 0,0478. Denne
ligning lgases med hensyn til spredningen s (der altid er et positivt tal) ved hjzelp
af kommandoerne solve og normCdf (Opskrift 14.4):

solve(normCdf(—o,8,10,s) = 0.0478,s)|s > 0 » s = 1.20007

Spredningen er altsa ca. 1,2.

Eksempel 14.6.4: Ukendt middelvaerdi, kendt spredning

En stokastisk variabel X er normalfordelt, X ~ N(k, 2). Spredningen er 2.
Middelvaerdien k er positiv.

Bestem middelvaerdien k nar det oplyses at fordelingsfunktionen F opfylder at
F(7,2) = 0,5398.

Oplysningen om fordelingsfunktionen betyder at P(X < 7,2) = 0,5398. Denne
ligning lases med hensyn til middelveerdien k (der oplyses at veere positiv) ved
hjelp af kommandoerne solve og normCdf (Opskrift 14.4):

solve(normCdf(—o0,7.2,k,2) = 0.5398,k)|k > 0 » k = 7.00014

Middelvaerdien er altsa ca. 7.
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Eksempel 14.6.5: Ukendt middelvaerdi og spredning

En stokastisk variabel X er normalfordelt, X ~ N(u, o). Det oplyses at
P(X < 4,798) = 0,25 og P(X < 5,202) = 0,75.

Bestem middelvaerdi og spredning for X.

Vi starter med at indtegne oplysningerne pa en skitse af grafen for
taethedsfunktionen:

4,798 u 5,202
125%

1 50%

1 75%

Ved at se pa de tre sorte streger under grafen (der angiver vaerdier for
fordelingsfunktionen) ses det at arealet af omraderne M; og M, begge er
25% = 0,25. Da M, og M, har samme areal, ma middelveerdien u ligge midt
imellem tallene 5,202 og 4,798, dvs.

_5202+4,798
= . =

U

Nu kan spredningen findes ved at ga frem som i Eksempel 14.6.2 eller 14.6.3.

14.7 Tjek om residualer er normalfordelte (Nspire)

Problem

Du gnsker at undersgge om residualerne fra en regressionsanalyse er

normalfordelte.

Lgsning
Udfer farst regressionen som forklaret i Opskrift 13.1. Programmet gemmer

residualerne fra regressionen i variablen stat.resid. Tjek om residualerne er

normalfordelte ved at fglge Trin 3 og frem i Eksempel 14.5.1 med stat.resid pa

x-aksen. Se Eksempel 14.7.1 nedenfor.
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Eksempel 14.7.1: Underseg om residualer er normalfordelte

Man har malt sammenhgrende veerdier af to sterrelser x og y og
sammenfattet malingerne i en tabel:

X 0,8 2,0 3,0 3,9 4,9 59 7.2 7.8 8,9 991 11,1 121

y 1,3 0,8 4,0 2,8 3,3 4,1 4,1 4,9 59 6,9 5,3 7,6

| en model antages det at y er en lineger funktion af x. Modellen bestemmmes
ved lineaer regression pa tabellens data.

Undersgg om residualerne i modellen med god tilnaermelse kan siges at vaere
normalfordelte.

1. Udfer farst regressionen som forklaret i Opskrift 13.1:

\ xer Byer C D 1
2 2. 0.8
3 4.
4 3.9 2.8
5 4.9 3.3 >
6 5.9 4.1 g i
7 7.2 4.1 y = 0.517457 x+0.90809
8 7.8 4.9 3]
9 8.9 5.9
10 9.9 6.9
11 11.1 5.3
12 12.1 7.6 14 |

0]

13
14 - T T T T T T T T T T T T T 1—
« » 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
3 1.3 xer

2. Tilfej herefter endnu en Diagrammer og statistik ved at klikke pa

el Indsaet — Diagrammer og statistik

Klik her pa x-aksen og vaelg stat.resid, sa residualerne bliver afsat pa x-aksen.

3. Klik endelig p& * og veelg Diagramtyper - Normalfordelingsplot:
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@
1.0
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N @
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= @
g 0.0
=} x—1.65146E"14
w ® _ X-.00130E" 2
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@
@
=1.04
@
-2.01
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
-1.6 -1.4 -1.2 -1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 06 08 1.0 1.2 1.4 1.6 1.
stat.resid

4. Vurdér plottet som forklaret i Eksempel 14.5.1: Hvis punkterne i
normalfordelingsplottet nogenlunde felger en ret linje (altsa uden systematisk
afvigelse), sa kan residualerne med god tilnaermelse siges at vaere
normalfordelte.

(Hvis punkterne i normalfordelingsplottet afviger systematisk fra en ret linje (se
Eksempel 14.5.2), sa kan residualerne ikke antages at veere normalfordelte).
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14.8 Bestem konfidensinterval for haeldning (Nspire)

Problem

Du gnsker at bestemme et konfidensinterval for haeldningskoefficienten i en

linecer regressionsmodel.

Lgsning

| Nspire-regnearket der indeholder dataene for den uafhangige variabel og den

afhangige variabel: Klik pa R, veelg Statistik - Konfidensintervaller — Linecer reg t

intervaller og veelg sa “heeldning” fra den dropdown-menu der dukker op. Udfyld

e X-liste: Navnet pa sgjlen med x-vaerdierne.

Indstillingen C-niveau er som udgangspunkt sat til 0.95, hvilket giver et 95%-

Y-liste: Navnet pa s@jlen med y-veerdierne.

konfidensinterval. (Hvis man fx har brug for et 99%-konfidensinterval, sa kan

man a&ndre C-niveau til 0.99).

Eksempel 14.8.1: Bestem et 95%-konfidensinterval for haeldning

Man har malt sammenhgrende vardier af to sterrelser x og y og
sammenfattet malingerne i en tabel:

X

0,8

2,0

3,0

3.9

4,9

59

7.2

7.8

8,9

9,9

12,1

y

1,3

0,8

4,0

2,8

3,3

4,1

41

4,9

59

6,9

7.6

Bestem et 95%-konfidensinterval for haeldningskoefficienten i modellen.

| en model antages det at y er en lineaer funktion af x. Modellen bestemmes
ved linezer regression pa tabellens data.

Indsaet dataene i to sgjler i Nspires applikation Lister og regneark, og giv hver
sgjle et passende navn.
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A xer Byer

1 0.8 1.3

2 2. 0.8
3

2. Klik s& p& ¢ og veelg Statistik - Konfidensintervaller — Linecer reg t intervaller.
Veelg “haeldning” fra den dropdown-menu der dukker op.

Linezert reg t-intervaller *

-----------------------------

.............................

0K | | Annulter |

3. Der dukker sa et nyt vindue op; indtast her navnene pa x-sgjlen og y-sejlen
og klik pa OK:

Linezsrt reg t-intervaller

X-liste: |'xer — Veelg navn pa x-sgjle

X

Y-liste: fyer (-}——— Vzelg navn p3 y-sgjle
=
- |
- |

Gem RegEqn i: 'f1

Frekvensliste: I‘I

C-niveau: |0.95

1. resultat kolonne: 'c[]

0K~ |-Annuller—|

4. | regnearket vises der sa en masse oplysninger om den linezere regression,
herunder et 95%-konfidensinterval for haeldningen:
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. Xer Byer C D iy

= =LinRegtl

1 0.8 1.3 Titel Lineaert ..

2 2. 0.8 RegEgn a+b*x

3 4.|CLower 0.36421

4 3.9 2.8|CUpper G.67G693

5 4.9 3.3b 0.517457
« » |

Konfidensintervallet starter ved CLower og slutter ved CUpper. Sa i eksemplet

ovenfor er [0,364215; 0,670699] et 95%-konfidensinterval for haeldningen.




15. Differensligninger (Nspire)

15.1 Bestem elementer i talfglge

Problem

Du kender en differensligning samt en eller flere begyndelsesvaerdier, og du

gnsker at bestemme nogle af elementerne i den resulterende talfglge.

Losning

Brug applikationen Lister og regneark i Nspire. Se eksemplerne nedenfor.

Eksempel 15.1.1: Givet yo samt yn+1 = g(yn), bestem y4, y2, y3, ...

En differensligning er givet ved
Yn41 = 2 Yn—3, n=201,2..
Det oplyses at y, = 5.

Bestem y,, v,, ..., V1io-

Tilfej applikationen Lister og regneark i Nspire ved at klikke pa

Q_l Indscet — Lister og regneark

I sejle A: Indtast O (nummeret pa den oplyste begyndelsesvaerdi) i den forste
(hvide) celle. Indtast sa felgende i sgjlens anden celle og tryk ENTER:

=al+l
(Dette laegger 1 til den foregaende vaerdi).

I sejle B: Indtast 5 (den oplyste begyndelsesveerdi) i den forste (hvide) celle. |
sgjlens anden celle: Indtast et lighedstegn efterfulgt af hejre side af
differensligningen (med b1 i stedet for y,):

=2*b1-3

Klik nu pa celle a2 (celle 2 i sgjle A), hold musen over cellens nederste hgjre
hjerne (sa markaren aendres til W) og traek ned til celle a11. Ger tilsvarende i
sgjle B:




144 1

An By_n

—

©W N O U & W N
L. e Mo bW IN O
(@)
~

| sgjle B kan man sd afleese at y; = 7, y, = 11, ..., y1 = 2051.




145 1

Eksempel 15.1.2: Bestem elementer i talfelge (andenordens differenslign.)

En andenordens differensligning er givet ved
Yn+1 = —Yn + 2Yn-1, n=123,..
Det oplyses aty, =10gy, = 7.

Bestem y,, ys3, v, O ys.

Tilfej applikationen Lister og regneark i Nspire ved at klikke pa

1

& ,
"~ lIndscet — Lister og regneark

| sejle A: Indtast 0 og 1 (numrene pa de oplyste begyndelsesvaerdier) i de to
forste (hvide) celler. Indtast sa felgende i sgjlens tredje celle og tryk ENTER:

=a2+1
(Dette legger 1 til den foregaende veerdi).

| sejle B: Indtast 1 og 7 (de oplyste begyndelsesveerdier) i de to farste (hvide)
celler. | sgjlens tredje celle: Indtast et lighedstegn efterfulgt af hgjre side af
differensligningen (med b2 i stedet for y, og b1 i stedet for y,,_,):

=-b2+2*b1l

Klik nu pa celle a3 (celle 3i sgjle A), hold musen over cellens nederste hgjre
hjerne (sa markaren andres til W) og traek ned til celle a6. Gar tilsvarende i
sgjle B:

An By_n
1 0 1
2 1 7
—a2+1 b Zarerep 2 S |=p242: b ]
4 3 19
5 4 -29
6 5 67

| sgjle B kan man nu aflese: y, = -5, y; =19, y, = —29 0g ys = 67.
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15.2 Tegn punktplot

Problem

Du kender en differensligning y,.,, = --- samt en eller flere begyndelsesvardier,

og du gnsker at tegne et punktplot for den resulterende talfelge.

Lgsning

Bestem forst nogle elementer i talfglgen (Opskrift 15.1). Indsaet derefter

applikationen Diagrammer og statistik og afsaet n pa x-aksen og y,, pa y-aksen.
(Alternativt kan man lave et punktplot i applikationen Grafer). Se eksemplerne

nedenfor.

Eksempel 15.2.1: Tegn punktplot for differensligning (metode 1)

En differensligning er givet ved
Yn+1=2Yn—3, n=012..
Det oplyses at y, = 5.

Tegn et punktplot for differensligningen.

Brug ferst Opskrift 15.1 til at bestemme nogle elementer i talfelgen,
eksempelvis de farste 15 stk., altsd y,, 1, ..., y14. Sorg for at navngive de to
sejler i regnearket ved at dobbeltklikke i den gverste gra celle i hver sgjle og
indtaste et passende navn (f.eks. n og y_n). Tilfaj sa applikationen Diagrammer
og statistik ved at klikke pa

1

& . L
~ ! Indscet — Diagrammer og statistik

Klik pa x-aksen og velg sgjlen der indeholder numrene (n).
Klik pa y-aksen og veelg sejlen der indeholder talfalgens elementer (y_n).

Programmet tegner sa et punktplot for differensligningen:
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Eksempel 15.2.2: Tegn punktplot for differensligning (metode 2)

En differensligning er givet ved

Det oplyses at y, = 5.

Yne1 =2 Yn—3,

n=2012,..

Tegn et punktplot for differensligningen.

1. Brug Opskrift 15.1 til at bestemme nogle elementer i talfglgen, eksempelvis
de forste 15 stk., altsd y,, ¥4, ..., ¥14. S@rg for at navngive de to sgjler i
regnearket ved at dobbeltklikke i den @verste gra celle og indtaste et passende
navn (f.eks. n og y_n). Tilfgj sa applikationen Grafer ved at klikke pa

2.1 Grafer: Klik p& %, vaelg Grafindtastning/Redigér — Punktplot.

3. Udfyld indtastningslinjen med navnene pa de sgjler der indeholder hhv.

Indscet — Grafer

numrene (n) og talfalgens elementer (y_n):

X1

s

y<¥y 1n
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4. Indstil grafvinduet (ved fx at klikke pa * og veelge Vindue/Zoom — Zoom - Fit).

—
36047.6

Q

_1' i?i?iiiiiiiiiis.ﬁ'

(Fordelen ved denne fremgangsmade er at man kan bruge alle faciliteterne fra
applikationen Grafer).
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15.3 Tegn cobwebdiagram

Problem
Du gnsker at tegne et cobwebdiagram for en fgrsteordens differensligning

Ynsr =90n), n=012,..

Lgsning
Brug applikationen Grafer til at indtegne grafen for g og grafen for f(x) = x.

Eksempel 15.3.1: Tegn cobwebdiagram for differensligning

En differensligning er givet ved

1
Yn+1 :4'Yn_§'Yn2: n= 0’1I2""

Tegn et cobwebdiagram for differensligningen.

1. Bemeerk at differensligningen har formen y,.,; = g(¥,), hvor
g(x) =4-x—%-x2.
(Funktionen g betegner udtrykket pa hgjre side af differensligningen).

2. Tilfej applikationen Grafer ved at klikke pa
er

2 Indscet — Grafer

3. | Grafer: Tegn grafen for g ved at indtaste dens forskrift (Opskrift 1.3). Tegn
ogsa grafen for funktionen f(x) = x.

(Justér evt. farven pa hver graf ved at hajreklikke pa den vaelge Farve —»
Linjefarve).
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Tip: Grafisk bestemmelse af fikspunkter

Husk at et fikspunkt for en differensligning v,.,, = g(y,) erettal y
der opfylder at g(y) = y. Fikspunkter kan altsa findes grafisk som
skaeringspunkter mellem de to grafer i cobwebdiagrammet.

15.4 Bestem fikspunkter

Problem
Du gnsker at bestemme eventuelle fikspunkter for en farsteordens
differensligning

Yne1 =9O),  n=012,..

Lgsning

Et fikspunkt for en fersteordens differensligning y,,.1 = g(v,) er ettal y der
opfylder at g(y) = y. Fikspunkter kan dermed bestemmes symbolsk ved at lgse
ligningen g(y) = y (se Eksempel 15.4.1). De kan ogsa bestemmes grafisk ved at

finde skaeringspunkterne mellem grafen for g og grafen for f(x) = x pa et

cobwebdiagram (se Eksempel 15.4.2).

Eksempel 15.4.1: Bestem fikspunkter (symbolsk)

En differensligning er givet ved
Yne1=2Y> =3 -ymP 4y,  n=012..

Bestem de to fikspunkter for differensligningen ved beregning.

1. Bemeerk at differensligningen har formen y,,; = g(»), hvor
gx)=2-x3-3-x% +x.
(Funktionen g betegner udtrykket pa hgjre side af differensligningen).

2. Definér funktionen g i Nspire og Igs ligningen g(y) = y vha. solve:

g(x)=2-x3-3-x%+x > Udiort
3
solve(g(y) =y,y) » y=0ory =7

3. Differensligningen har altsa to fikspunkter, nemlig 0 og %
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Eksempel 15.4.2: Bestem fikspunkter (grafisk)

En differensligning er givet ved

yn+1:2'yn3_3'yn2+yn!

n=2012,..

Bestem de to fikspunkter for differensligningen grafisk.

Tegn et cobwebdiagram for differensligningen (Opskrift 15.3) og bestem sa
skaeringspunkterne mellem de to grafer ved at klikke pa R, veelge

Geometri — Punkter og linjer — Skeeringspunkt(er)

og sa klikke pa de to grafer.

(1.5,1.5)

=2

3 2
2ex” —3ex tx

gx)

Det ses at differensligningen har to fikspunkter, nemlig 0 og 1,5.
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15.5 Undersgg om fikspunkt er stabilt eller ustabilt

Problem
Du kender et fikspunkt y for en farsteordens differensligning y,.,1 = g(v,) 08

gnsker at undersgge om det er stabilt (tiltraekkende) eller ustabilt (frastadende).

Lgsning
Ifglge Seetning 2 i forberedelsesmaterialet (formel (F6) i indstiksarket til

formelsamlingen) gaelder der om et fikspunkt y til y,.1 = gOn):

e Hvis |g'(y)| < 1, s er y et stabilt fikspunkt (tiltreekkende)

e Hvis |g'(y)| > 1, sa er y et ustabilt fikspunkt (frastedende).

e Hvis |g'(y)| = 1, sd kan man ikke pa baggrund af g'(y) sige noget om
fikspunktet.

Man kan derfor undersgge om et fikspunkt y er stabilt eller ustabilt ved at

bestemme |g'(y)I.

Eksempel 15.5.1: Undersog fikspunkter

En differensligning er givet ved
Vo1 =2 V> —5-y,2 4+ 3y, n=0,1,2,..

a) Bestem fikspunkterne for differensligningen.
b) Undersgg for hvert af fikspunkterne om det er stabilt eller ustabilt.

a) Fikspunkterne findes ved at fglge Opskrift 15.4:
g(x)=2-x3-5-x24+3-x > Udiprt
solve(g(y) =y,y) » y=0ory =% ory =2
Det ses at differensligningen har tre fikspunkter, nemlig 0, %2 og 2.

b) Hvert fikspunkt y undersgges nu ved at bestemme |g'(y)|:
d
dg(x) = — (g(x)) > Udtort
abs(dg(O)) > 3
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1 1
abs (dg (z)) "2
abs(dg(Z)) > 7

Det ses at

e |g'(0)| > 1,sa 0 eretustabilt fikspunkt.
o |g' G)| <1, sé%er et stabilt fikspunkt
e |g'(2)| > 1, sd 2 er et ustabilt fikspunkt

15.6 Bestem lukket form

Problem

Du @nsker at bestemme en lgsning pa lukket form til en lineaer differensligning

af farste orden med konstante koefficienter,
Vpe1 =a Y, + b, n=0,1,2,.. (1)
eller til en homogen lineer differensligning af anden orden,

Y41 =@ Yp+b-ypy, n=123 . (2)

Lgsning
Fremgangsmaden afhaenger af hvilken slags differensligning man har at gere
med. Hvis differensligningen har form som i (1) ovenfor, sa skal man ga frem

som i Eksempel 15.6.1. Hvis differensligningen har form som i (2) ovenfor, sa skal

man ga frem som i Eksempel 15.6.2.

Eksempel 15.6.1: Bestem lukket form for yn«1 =a-yn+b

En differensligning er givet ved
1
Yns1 =2 Yp + > n=20,12,..
Det oplyses at y, = 1.
a) Opskriv lgsningen til differensligningen pa lukket form.

b) Benyt den lukkede form til at bestemme ys.
c) Benyt den lukkede form til at bestemme hvornar y, overstiger 100.

a) Differensligningen har formen
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Vn+1 = a'yn+b; n=20,12,..

hvor

Daa # 00ga + 1, giver Seetning 1 i forberedelsesmaterialet (formel F3 i
indstiksarket til formelsamlingen) at den lukkede form er givet ved

a™ -1

Vo= a -y0+b-a_1, n=201.2..
Brug Nspire til at udfylde denne formel:
yO:=1»1
a=2»2
b 1 1
—— > —
2 2
n a-1
y(n):=a"-y0+b- — > Udtprt
32" 1
y(n) » SR
Lesningen til differensligningen pa lukket form er altsa
3 2" 1 — 012
Yn = 2 —E, n=4y,.1l,.,..

b) Nu kan ys bestemmes ved at indtaste y(5):
y(5) * 47.5
c) Den lukkede form kan ogsa bruges til at bestemme hvornar y,, > 100:

solve(y(n) > 100, n) » m>6.06609

Det ses at y,, overstiger 100 ved n = 7.
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Eksempel 15.6.2: Bestem lukket form for yn+1 = a-yn + b-yn.1 (b 2 0)

En andenordens differensligning er bestemt ved
Yne1= ~Ynt2 Y1, n=123,..
Det oplyses aty, =10gy, =7.

Opskriv lgsningen til differensligningen pa lukket form.

Differensligningen har formen

Yne1=Q Yn+b-yy_q, n=123,..

hvor
a=-—1, b=2

Man kan dermed bruge Saetning 3 i forberedelsesmaterialet (formel (F7)-(F9) i
indstiksarket til formelsamlingen) til at bestemme den lukkede form:

1. Definér det karakteristiske polynomium P(x) = x> — a - x — b og find
rgdderne:

a=—1»—1

b:=2 > 2

p(x):=x2—a-x-b > Udlprt
solve(p(x) = 0, x) » x=—2 or
x=1

Det ses at det karakteristiske polynomium har to rgdder:

my = _2, m, = 1.

2. Da der er to forskellige r@dder, skal bruge den gverste formel i (F9) fra
indstiksarket: y,, = C; - my™ + C, - m,"™.

y(n)=cl:-(—=2)"+c2-1" » Udtprt
3. Brug oplysningerne y, = 1 og y; = 7 til at bestemme konstanterne C; og C,.
solve(y(0)=1 and y(1)=7, cl, ¢2) » cI=—2 and ¢c2=3
4. Indsaet de fundne veerdier for C; og C,i formlen y, = C; - m;™ + C, - m,".
Vo= —2-(=2)"+3-1", n=0,12,..

Dette er lgsningen til differensligningen pa lukket form. Udtrykket pa hgjre
side kan for gvrigt reduceres lidt:
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Yo =(=2)""1+3, n=0,12,..

15.7 Newton-Raphsons metode

Problem

Du @nsker at bruge Newton-Raphsons metode til nulpunktsbestemmelse.

Lgsning
Newton-Raphsons differensligning er formel (F10) i indstiksarket til

forberedelsesmaterialet:

f(xn)

Xn+1 = Xp — ml n= O; 1' 2: (*)
n

Nar man har defineret f og f’, sa kan arbejde med denne differensligning som

vist i de foregdaende opskrifter.

Eksempel 15.7.1: Newton-Raphons metode (med regneark)

En funktion f er givet ved
f(x) = x3—2x%—11x + 27.
Ligningen f(x) = 0 har én lgsning.

Benyt Newton-Raphsons metode med startgeet x, = —2 til at bestemme
lgsningen til ligningen f(x) = 0 med 4 betydende cifre.

1. Definér funktionen:
f(x):=x3-2-x2—11-x+27 » Udfort
2. Bestem den afledte funktion f'(x):
d
df(x) :== E(f(x)) > Udfgrt

3. Brug Opskrift 15.1 til at bestemmme nogle elementer i talfelgen der resulterer
fra differensligningen (x) med x, = —2.
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An BX n C
1 0 -2 2.
=b1 —%----2-- -------- {229  -17/3 -5.66667 = ==approx(b2
3 2 -12289/2916 -4.21433
4 3-26309831.. -3.58848
5 4 -28607511.. -3.45771
6 5-75657317.. -3.45212

(I den tredje s@jle bruges kommandoen
=approx(...)
for at omdanne de eksakte svar (brgker) til decimalafrundinger).

4. Elementerne x4, x5, ..., x5 ses i sgjle C.
5. For at kunne vurdere ngjagtigheden lgser vi f(x) = 0 med solve:
solve(f(x) = 0, x) » x="3.45211

6. Det ses at de fagrste 4 betydende cifre i x; = —3,45212 stemmer overens med
de tilsvarende cifre i Nspires lgsning. Sa vi har nu lgst ligningen f(x) = 0 med
4 betydende cifre ved hjzelp af Newton-Raphsons metode.

Folgende eksempel viser hvordan man kan bruge metoden uden et regneark.

Eksempel 15.7.2: Newton-Raphons metode (uden regneark)

En funktion f er givet ved
f(x) = x3—2x%—11x + 27.
Ligningen f(x) = 0 har én lgsning.

Bestem de farste par elementer i Iasningen til differensligningen herende til
Newton-Raphsons metode med startgeettet x, = —2.

1. Definér funktionen:
f(x):=x-2-x2-11-x+27 » Udtort
2. Bestem den afledte funktion f'(x):
d
df(x) := E(f (x)) » Udfgrt

3. Definér funktionen g, der svarer til hgjre side af differensligningen (x):
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o f)
g(x) =x ) Udfart

4. Anvend g gentagne gange, startende med inputtet x, = —2:
x1:=g(—2) » -5.66667
x2:=g(g(—2)) » 4.21433
x3:=g(g(g(—2))) » “3.58848

Og sa videre.

Appendiks 1. Fra komma til punktum

Dette appendiks forklarer hvordan man kan kopiere tal fra Excel over i et
program som Nspire eller GeoGebra, der i tal bruger punktummer i stedet for

kommaer.

(Obs: P& Mac skal man trykke pa CMD i stedet for CTRL i instruktionerne

nedenfor).
1. Abn Excel-filen der indeholder dataene.
2. Abn Word og opret et nyt, blankt dokument ved at trykke pa CTRL+N.

3. Markeér tallene i en af sgjlerne i Excel-filen, kopiér dem (CTRL+C) og indsaet
dem sa i Word-dokumentet (CTRL+V).




Genr | Vis

= Al = % e
4 F
Udklipsholder Skrifttype Justering  Tal gF 4
= . . - e
A2 = & || 08
A | B C D
1xer ___lver
2 0,8! 1,3
3 zi 0,8
4 3l 4
5 | 3,9 2,8
6 | 49| 3,3
7 5,gi 41
8 7,21 4,1
] 7.8l 4,9
10 8,91 5,9
1) 9,91 6,9
2] ua 5,3
3] ___121 76

—

Middel: 6458333333 Antal: 12 Sum: 77,5

Dokume,

b
>
i

>
ind- ¥

Udklips... &

0,8
2

3
3,9
4,9
5,9
7,2
7,8
8,9
9,9
11,1
12,1

B B B - 1 + 130%

Sat Skrifttype Afsnit Typografier Redi »

&
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4.1 Word: Tryk CTRL+H (Mac: CMD+SHIFT+H) for at abne vaerktgjet Seg og erstat.

Udfyld felterne som vist pa nedenfor, og tryk sa pa knappen Erstat alle.

Seg og erstat

sag Erstat Gl

sogefter |, (komma,)
Erstatmed: |, (punktum .)
Elere ==

Erstat

Find nasste Annuller

? X

5. Luk vinduet Sgg og erstat. Markér alt indholdet i Word-dokumentet (CTRL+A),

klip (CTRL+X), klik en enkelt gang i Nspires regneark der hvor tallene skal saettes

ind og indsaet sa tallene (CTRL+V).
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+  Dokume...
A xer Byer
1 % | A = A =
Og =
Saet Skrifttype Afsnit Typografier Redi
e 1 A i 0.8
Udklips... AL CTRL+V
08 2 2
2
2 3 3
39 4 3.9
4.9
5.9 5 4.9
7.2
7.8 6 5.9
89
55 7 7.2
111 8 7.8
12.1
CTRL+X : 8.9
10 9.9
: 11 11.1
‘Bf B B - 1 +13092 12 12.1

6. Gentag proceduren for den anden sgijle i Excel-filen.

Hver anden raekke blank?!

Pa Mac kan man opleve at nar man kopierer dataene over i

Nspire, sa bliver der indsat en tom raekke mellem hver af

raekkerne i dataene. Dette ser forstyrrende ud, men det er helt
= harmlgst (sa leenge at det sker i begge sgjler), dvs. det har ingen

indflydelse pa resultaterne af den efterfelgende databehandling.
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